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まえがき
　これは1997年度、1998年度の科学研究費補助金による研究成果
報告書である。2年間の研究テーマは有理関数族を対象とする複素力学系
の研究である。
　複素力学系の立場から2次多項式族のモヂュライ空間及び双曲線分、成
分の中心に関しての研究は繰り込み理論、擬等角写像論および、それによる
手術理論などを用いて、Doaddy，　Hubbard，　Milnor，　Sullivan，　Shishikura，
Thurston，　Yoccozらによってほぼ解析されて、現在の研究の対象は2個の
特異点を持つ3次多項式族、2次有理関数族の力学系の解析である。すな
わちこれらの関数族のモヂュライ空間に於ける双曲成分の配置、Thurston
mapの吸引領域の解析の研究である。このために新たにangled　Hubbard
tree，　Thursto：n　covering等の新しい方法が導入された。
　一方1977年にMilnor－Thurstonにより実力学系での基本的な位相不変
量である位相的エントロピーが、1一パラメター実2次多項式族の場合に、パ
ラ翠陰ーに関して単調連続関数となる事が、SullivanによるTeichmttller
理論により示された。すなわち非線形性が強くなれば、より複雑な力学系
が生じるということである。高次の多項式族に関して、このエントロピー
単調性の問題は新しい定式化を必要としていた。1992年にMilnorは、実
3次多項式族の位相的エントロピーが実モヂュライ空間上で単調に作用す
るか？：すなわち等エントロピー集合は連結で、極大極小値を持たないか？と
いう形に定式化した。また1994年にはgenericな双曲性に関するFATOU
予想の弱い形の仮定の下で肯定的に解決した。（しかし2次多項式族に対
するFATOU予想でさえいまだ未解決である。）
　また1998年9月の彼のpreprintではstunted　sawtooth　mapsに対して
の単調性の問題を取り上げている。この族は、繰り込み理論を基礎にした
組み合わせ的構造を最もよく反映する簡単な族である。Milnorの結果は3
次多項式族の力学系のこの族への解釈である。またこのpreprintでは分岐
の単調性の問題も取り上げている。
　2次有理関数族、3次多項式族に対するこの単調性の問題に対して、1992
年より西沢は、4タイプの双曲成分の中心に着目してモヂュライ空間に中
心曲線という概念を導入し、この曲線に沿ってのエントロピーの単調性を
予想した。この予想は大阪市立大の小森氏によりkneading　Theoryを用い
てのkneading　sequenceの単調性の問題に還元し、　Thurs七〇nの有理関数
のRigidi七y　Theorem及びTeichmUller　me七ricによるDis七〇r七ion　Theorem
により示された。
　また1994年からは、実2次有理関数族、3次多項式族に対する分岐の
単調性の問題を取り上げた。手法はやはりモヂュライ空間にある種の代数
曲線を定義し、この曲線に沿っての分岐の様子を見ることである。
　研究テーマ『有理関数族を対象とする複素力学系の研究』における我々
の手法の特色はモヂュライ空間に定義された代数曲線、特に中心曲線の代
，数幾何学的な性質を明らかにし、その性質が力学的になにを意味している
かを調べることである。
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無限反復法とControlled　Topology
山崎正之 （城西大学・理学部）
0．導入
　上で言う無限反復法とは次の類の下りック（Eilemberg　swindleとよばれる一
swindleとは辞書によると「詐取・ぺてん・いんちき」という意味らしい）をいう。
　・・任意の射影的加群Pに対してP㊥Fが自由となるような自由加群Fが
　　存在する。実際P㊥Q＝F・となる射影加群Qと自由加群Flをとり、
　　．F＝．F’㊥F’　e　．．．とすると
　　　　　　　　　P　e　F　＝　P　e　（Q　e　P）　e　（Q　e　P）　e．．．
　　　　　　　　　　　　　＝　（P　e　e＞　o　（P　e　Q）　e．．．　＝　F
　・KをCW複体とし、半無限区間［0，00）を整数の点に0次元セルを置い
　　て胞体分割を与えて置く。するとそれらの局所有限ホモロジー群は自明で
　　ある：
　　　　　　　　　　　　　耳ダ（K×［0，0。））＝0
　・（低次元でない）h一コボルディズム（W；Mo，Mi）は、T（W；M。）≠0∈
　　YVh（π1）のとき直積と同型にならないが、片一方の境界を取り去れば、同型
　　　　　　　　　　　　　W一　Mi　IES　Mo　×　［O，i）
　　が成り立つ。
　もちろん、このようなトリックを用いるとき、必然的に“無限”な（無限生成、
非コンパクト、…な）ものを扱うことになる。しかし場合によっては、“無限”
を用いて“有限”なものに関する情報を得ることもできることがある。例えば、
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上の2番目の例に関連して次のような例を考えてみる。Kを有限σW複体と
し、K×RをK　×　｛O｝で二つに分けてマイヤー・ビートリス完全系列を書い
てみる：
．．．　．　HS・t，（K　×　（一cx），　O］）e　Ht・4，（K　×　［o，　oo））　一〉　Hi・t，（K　×　R）　．　Hi（K　×　｛o｝）
　　　　　　　．　H；・f（K　×　（一cx），o］）　e　Hlf（K　×　［o，　co））　一．．．
半無限区間に関する項は消えているので同型
HY．，（K×R）　or　H．（K）
を得る。つまり有限複体Kの有限なチェインのデータを無限複体の無限チェイ
ンのデータで得ることができるのである。ただし次数がずれてしまっている。
　題のcontrolled七。po1。gyとはこのようなテク・ニッタを用いるtopologyのこ
とだというと、きっとあまり正確ではないかもしれないが、それほど遠くもな
いであろう。なお、co・ntr。lled　surgery　theoryに関しては「数学」に論説が載
る（載った？）はずなので細かいことやホモロジー多様体に関する話題について
は、そちらを見ていただきたい。
1．イプシロン・コントロールと有界：コントロール
　まずco・n七rolled　t。pol。gyで用いる代数的道具を解説する。ただし、話題とし
ては代数的K理論を取り上げ乱簡単のため係数が一定である場合のみを考える。
Mを距離空間、Rを聚とするPCM（R）は次のようなカテゴリーとする：
　・objec七は有限生成R一加」群の族A＝｛Ax　l　x∈M｝で、局所有限である（つ
　　まりMの任意の膚界集合0に対してAx（x’E　C）たちの中で非零なもの
　　は有限個のみであるという条件を満たす〉もの
　。morRhismψ：A→Bは準同型写像の族｛暢：庵→By｝で亘墨である
　　（つまりあるk＞0が存在して・d（x，　y）＞kなら暢＝Oをみたす）もの
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ただし～ρ：A→Bとψ：B→σの合成ψ。～o：A→σは（ψ。9）董＝
Σ匠M薩◎暢で定めるものとする。
　　今、有限な多面体Pがを十分高い次元の球面sn　“一1に埋め込まれており、
0（P）でその開門、つまり｛　tx∈R円x∈P，　t≧0｝を表すとする。Pに対
してその“boundedly　cOntrclled　K－groups”K皇（P；．R）をK。（eo（P＋）（R）＾）で
定義する。ここでK、はQuillenによるadditive　category．の代数的1（群、　P＋
はP〕｛＊｝、＾はidemPQtent　c。mpleti。nを表すものとする。このとき次が知
られている：
定理（Pedersen－Weibe1，1986）次の同型がある：
H．一，（P；　K（R））　一f一一．一　K9（Pi　R）　．
ただし左辺は環Rの代数的KスペクトルK（R）の定める一般ホモロジー群で
ある。
［注意：idempotent　completionはKi（iは0または負）のみに影響を与えるの
で＊≧1ではH。　．一1（P；K（R））……≦瓦（60（P＋〉（R））となる。］
　一方、QuinnはCp（R）の中のmorphismたちのうちE＞0でboundされる
もののみを考えることにより6－controlled　Kl－group　Kl（P，　6）を考え、次を得
ていた（R＝Zの場合だが、一般でも同様）：
牢理〔“Squeezing”］（Quhユn，70年代後半）多面体Pに対しある数εoが存在し・
任意の0＜δ＜εぐEoに対し、自然な箏象Kl（P，　6；R）→Kl（．P，　e；．R）は同型
であり、これらをE→0の極限Kf（P；R）とみなしてよい。
　Ferryは1990年頃・bounded　tQp。1。gyを用いてQuinnの定理を導き、
∫（叡P；RL隻Kf（P；R）であることを証明した。講演では、そのアイデアを紹
介するが、例のEilenberg　swindleを繰り返し用いることがキーである。
一一　123　一
　代数的K理論と同様なことは代数的ゐ理論でも行うことができる（ただし、一
般的な理論を作る際には五ではなくRanickiのL・“”。。を用いる必要がある）。筆
者はQuinn流のやり方でcOntrolled’・L一。。群を定義し、それが一般ホモロジー一一，
群になることを証明した（1982）。またある条件の下でのsquuezingも証明でき
る（Ranicki－Yamasaki，準備中）。またFerry－Pedersenのbounded　topologyに
よる理論もある。彼らもsqueezingを主張しているが、彼らの論文も我々のも
のと同様いまだ準備中である。
　代数的K理論におけるsqueezingの応用として、例えばコンパクトANRの
有限性やWhitehead　torsionの位相不変性などがある。またし理論における
squeezingの応用としては、有理ポントリャーギン類の位相不変性などがある。
2．連続なコントロール
　前節のイプシロン・コントロールや有界コントm一ルは、対象となる空間の
「距離」を用いていることに注意する。Andeτson－Connolly－Ferry。Pedersenら
の導入した連続コントロールの理論（90年代初頭）では、距離を使わない。
　空間対（E，　£）を考え、E＝彦一ΣはEで稠密あるとする（ΣがEの無限
遠点の空間と思えばよい】。カテゴ｝］　一　B（E，Σ；R）を次のように定める：
　・Objectは有限生成R一二群の族・4＝｛Ax　l　a∈E｝で、局所有限である（つ
　　まり●Eの任意のコンパクト集合σに対してAx（x∈σ）たちの中で非零
　　なものは有限個のみであるという条件を満たす）もの、
　emorphismρ：・，・IL→Bは準同型写像の族｛暢：Ax→By｝で無限遠で連続
　　であるもの、つまり2条件
　　　L任意のx∈Eに対し・創暢≠0｝は有限・
　　　2．任意のz∈ΣとEにおけるzの任意の近傍ひに対し、zの近傍y
　　　　で・x∈γかつy蔓Uなら暢＝0となるものが存在する
　　が成り立つもの。
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　例えばsn““1に埋め込まれた有限多面体Pがあるとき、閉錐。（P）を原点か
らの錐、つまり｛txlO≦t≦1，x∈P｝とし、小予予io（P）を｛txlO≦t＜
！，x∈P｝で定める。　Pの“continuously　contτolled　K－9roups”1職。（P；　R）を
　　　　　　　　　KSC（P；　R）　＝　7一（＊｛1〈（（Z3　（c　＝nPk，　’：IE”P．　5’R　）“？　｝ee，，．，
で定める。これも．boundedな場合と同；様に、ホモロジーになることがわかる。
0（P）を。（P）と同一視するとき、有界なmorphis皿は無限遠で連続になり、写
像K9（P；　R）→∫Kξc（P；．R）ができるが・共にホモロジーであるζとと係数の比
較により、これは同型となる。したがって、前節のcontrelled　K－groupsは距離
には無関係に位相のみによってきまることがわかる。
3．Novikov予想
　最後にCarlsson，　Pedersen，　Vogell，　Higson，　RoeらによるNovikov予想（ま
たはその類似）の部分的解決について紹介しておく。証明は同変歴の連続コント
ロールを用いる。
定理ge　rの分類空間Brが有限複体で、その普遍被es　Erが、　Cech可縮で同
変でハウスドルフなコンパクト化Er（必ずしも距離づけ可能ではない）を持つ
とし、さらに次のいずれかが成り立つとする：
1．rの作用は無限遠で小さい：Kを班の任意のコンパクト集合、　yをEV
　　の任意の無限遠点、ひを万rにおける刃の任意の近傍とする。このとき、
　　yの近傍Vで7K∩V≠のならば’γK⊂σが成り立つようなものが存在
　　する。
2．∂Er＝Er－Erの“boundedly　saturated”（説明略）な部分集合による被
　　覆のP不変な族∫で、．1一に関するCech　homotopy　typeが通常のCech
　　homgt。py　typeと一致：するようなものが存在する。
このとき、次のおのおののassembly　mapはsplit　inlectiveである。
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a）任意の環Rに対するasseエnbly　map鼠（Br；K“。。（R））→K；。。（Rr），
b）十分大きいiに対してK．．i（R）＝Oが成り立つような、　involuti。nをもつ
　i環Rに対するassembly　map　H、（Br’；L”o。（R））→L；。。（Rr），
c）十分大きいiに対してK－i（π1（X））＝0が成り立つような空間Xに対す
　るassemもly　map　H．（BT；A＿o◎（X））→r：　（A　＿◎◎（Br×X）），
c）σ’一algebra　Rに対するasselnbly　map　H。（Br；Kt　op（R））→π葉（Kt　oP（C査r））．
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On　the　product　of　Riesz　＄et＄　in　dual　objects　of　compact　groups
　　　　　　Hiroshi　Yamaguchi
Department　of　Mathematics，　Josai　Uniyersity
Abstract．　Let　Ei　be｛　Riesz　set　in　the　dual　object　of　a　compact　group　Ki（i　＝　1，2）．　We
show　that　the　product　set　Ei　×　E2　is　a　Riesz　set　in　the　dual　object　of　Ki　e　K2，　We　also
give　a　result　on　compact　groups　related　te　a　result　of　Glicksberg　and　Graham　concerned
with　”small　p　set”．
　§1　　T上のF。and　M．　Rieszの定理のT2への拡張として次のBochnerの結果がある。
　定理1．1．　μ∈M（T2），　p（n7　M）　・O　for（n，　m）¢Z＋×Z＋⇒μ《MT2．
　定理1．1はT窪ZのRiesz集合Z＋の積Z÷×Z＋はT2窪Z㊥ZのRiesz集合にな
ることを示している。この種のことについては、局所コンパクト可換群についても成り立つ。
　定義1・1・　　σを局所コンパクト可換群とし、Pを自然数とする。　Gの閉集合Eが次
を満たすとき、smaユl　p　setと呼ばれる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア（1．1）∀μ∈ME（σ）⇒μP＝飾）∈が（σ）．
但し、ME（G）＝｛μ∈M（G）：β＝O　on　Ec｝．特に、　small　l　setはRiesz集合と呼ばれる。
　定理1．2（cf．［6D．　　G1，G2を局所コンパクト可換群とし、　Pを自然数とする。　El，E2
をそれぞれGi，G2のsmall　p　setとする。すると、　Ei×E2はG1㊥G2のsmall　p　setである。
　smaユ12setになるための条件としては、　Grahamによって与えられた次の結果がある。
　定理1．3（c£［3D．　Gを局所コンパクト可換群とし、5を次を満たす∂のBorel集合
とする。
　（1．2）　｛ッ∈G：mdi（S∩（7－S））＜○○｝はGで稠密。
すると、μ，〃∈Ms（G）⇒回＊lyl∈L1（（？）．
　ここでは、定理1。1、定理1．3に関連したことを（非可換）コンパクト群にたいして考え
てみる。
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　§2　　Kをコンパクト群とし、ΣKをKのduaユobjectとする。　M（K）をK上の
bounded　regUlar　measuresの空間とし、　MκをK上のHaar　measureとする。σ∈Σκに
対して、σ（cr）をσに属し、H．を表現空間として持つKのcentinuous　irreducible　unitary
representationとする。μ∈M（K）に対して、μのFourier変換μを次のように定義する：
σ∈ΣK；ξ，η∈Hσに対して、
　　　　　　　　　　　　〈　p（a）e，　ty　〉　：f．　〈　OEa）e，n　〉　op（x）・
　但し、OP＝DσOPDσ。又、　DσはHσ上のcOnjugati。n。そして、8pec（μ）＝｛σ∈Σκ：
P（σ）≠0｝とおく。ΣKには、conjugation　””と積”×”の2つのoperationsが定義される。
　定義2．1．　pを自然数とする。Σκの部分集合Eが次を満たすときs－small　p　setと言
うことにする。
　（2・1）　Vpai，’”，pap　G　ME（K）＝＞pai＊’”＊pap　G　Li（K）．
但し、ME（K）＝｛μ∈．M（K）：spec（μ）⊂E｝．特に、　s－sm磁1setはRiesz集合と呼ば
れる。
　注童．　　Kがcompact　abelian　groupの時…は、”　s－smaユl　p　set”と”small　p　set”は同じ
概念である。
　定理2．1．　　pを自然数とし、K1，K2をcQmpact　groupsとする。　E1，E2をそれぞれ
Σκ、，Σk2のs－smaユI　p　setsとする。すると、　E1×E2はΣκ、㊧κ、…）t　£K、×ΣK、における
s－sma11　P　setである。
丞．　E1，E2をそれぞれΣκ、，Σκ、のRiesz集合とする。すると、　E1×E2はΣκ、　eκ、　Elli！
ΣK、×Σκ、におけるRまesz集合である。
　次に、定理1．3に対応したことをcompact　groupの場合について考えてみる。　Gがcom－
pact　abelian　groupの場合は、定理1．3の条件（1．2）は次の条件（1．2）’となる。
（1．2）’　∀ッ∈Gにたいして、S∩（7－S）は有限集合。
又、条件（1．2）’は次の条件（1．2）”と同値である。
（1．2）”　∀ty1，ty2∈Gに対して、（ty1十S）∩（ty2　一　S）は有限集合。
　定理2．2．　Kをcompact　groupとし、△を次を満たすΣKの部分集合とする。
　（2．2）　∀σ，ア∈Σ．κに対して、（σ×△）∩（T×△）は有限集合。
すると、∀μ，〃∈M△（K）⇒回＊lul∈Ll（K）。
但し、△糞価：ω∈△｝，σ×△＝｛σ×η：η∈△｝。特に、△はs－sma11　2　setである。
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Abstract
　　We　give　directly　a　de価ng　equation　of　the　symmetry　locus，　a　singu－
lar　part　of　the　moduli　space　of　the　quadratic　rational　maps．　We　show
a　characterization　of　this　locus．　We　can　expand　analogous　discussion
for　the　cubic　po｝ynomials　and　give　a　“chart”　making　a　comparison
between　properties　of　these　moduli　spaces　in　Appendix　A．　Moreover，
we　apply　these　method　to　the　polynomials　of　degree　n，　and　give　some
conjectures．，
1 Quadratic　rational　maps
1．1　Moduli　space　of　quadratic　rational　maps
　　Let　C　be　the　Riemann　sphere　and　Rat2（C）　the　space　of　all　quadratic　ra－
tional　maps　from　C　to　itself．　The　group　PSL2（C）　of　M6bius　transformations
acts　on　the　space　Rat2（C）　by　conjugation，
90fO9　””1∈Rat2（C）　for　9∈PSL2（C）ラ！∈Rat2（C）．
Twe　maps　A，f2　E　Rat2（C）　are　holomorphically　conjugate，　denoted　by
fi　rv　f2，if　and　only　if　there　exists　g　E　PSL2（C）　with　g　o　fi　o　g－i　：　f2．　The
quotient　space　of　Rat2（C）under　this　action　will　be　denoted　by／W2（C）ラand
called　the　moduli　space　of　holomerphic　conjugacy　classes　〈f＞　of　quadratic
ratienal　maps　f．
　　　Milnor　introduced　coordinatestn　M　2（C）　as　follows；　for　each　f　E　Rat2（C），
let　zi，z2，z3　be　the　fixed　points　of　f　and　k　the　multipliers　of　zi；　k　一一一一一
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f’（NN・i）　（1　S　i　一く　3）．　Consider　thG　elementary　symmetric　functions　of　the
three　multipliers，
　　　　　σ1：＝／LLユ十μ2十μ3，　σ2＝μ1μ2十μ2μ3十μ3μ1，　σ3＝μ1μ2μ3・
These　three　multipliers　determine　f　up　to　holomorphic　conjugacy，　and　are
subject　only　to　the　restriction　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a3　＝　ai　一　2．
Hence　the　meduli　spacG　M2（C）　is　canonically　isomorphic　to．C2　with　coor－
dinates　ai　and　a2　（Lemma　3．1　in　［Mi193］）．
　　　For　each　pa　G　C　let　Per．（pa）　be　the　set　of　all　conjugacy　classes　〈f＞　ef
maps　f　which　having　a　periodic　point　of　period　7z　and　multiplier　pa．
　　　Each　ef　Peri（，t．L）　and　Per2（pa）　forms　a　straight　lines　as　follows：
　　　　　Pera（？c．t））　＝　｛〈f＞EM2（C）；02＝（pa＋pa－i）a，一一（ps2＋2pa一’，）｝
　　　　　Per2（μ）　＝・　｛：〈！〉∈ノVl　2（C）；σ2＝一2σ1十μ｝，
（Lemmas　3．4　and　3．6　in　［Mi193］）．
Remark　Per1（一1）⊆Per2（1）by　definitien．　But，　in　the　case　ofルi2（C），
it　is　clear　that　two　families　coincide．
1．2　Symmetry　locus
　　By　an　automorphism　ef　a　quadratic　ratienal　map　f，　we　will　mean　g　e
PS：L2（C）which　cemmutes　with！．　The　collectio：n　Aut（ノ）of　all　auto血or－
phisms　of　f　forrps　a　finite　greup．　lt　is　clear　that　Aut（f）　is　isomorphic　to
Aut（f）　for　any　f　E　〈f＞．
　　　The　set
　　　　　　　　　　　　　5＝｛〈！〉；Aut（！）is　non－trivia1｝⊂ル12（C）
is　called　the　symmetry　locus．
Corollary　1　The　symmetry　loctts　S　of　guadratic　rational　maps　forms　an
irreducibie　algebraic　curve　as　follows；
　　S（ai，a2）　＝　2ai3　十　ai2　a2　一一一　ai2　一4a22　一8ai　a2　十　12ai　十　1202　一一　36　＝　O．　（1）
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Proof　of　Corollary　1．
　　　Aut（f）　coincides　with　the　group　consisting　of　a，ll　permutations　of　the
fixed　peints　which　preserve　the　multipliers．　ln　the　case　of　f　has　the　three
distinct　fixed　points，　Aut（f）　has　order　1，　2，　or　6　according　a，s　three　multipli－
ers　are　dist5nct，　two　are　equal，　or　all　the　three　are　equal，　respectively，　while，
if／has　multiple飯ed　points　then　Aut（ノ）is　non－trivial　if　and　only　if！has
a　triple　fixed　point．　The　multipliers　va　are　the　roots　of　the　equatien：
pt　3　一　ai　pa　2　十　a　2　pa　一　oi　十　2　＝　O・ （2）
The　equatien　（2）　has　multiple　roots　if　and　only　if　its　discriminant　is　equal
to　zero．　Hence　we　have
（a2　一一　20i　十3）（2ai3　十　ai2a2　一　ai2　一　4a22　一一　80ia2　十　12ai　十　12a2　一　36）　一一　O．
The　first　factor　corresponds　with　Peri（1）．　Considering　the　line　of　the　fust
factgr　（Peri（1））　tangent　to　the　curve　of　the　second　factor　（S）　with　tangency
of　degree　three，　the　second　factor　is　the　required　equation．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　麗
　　　The　following　result　is　obtained　immediately　by　the　definition　of　the
eBvelepe　of　the，family　of　curves．
Corollary　2
10cus．
The　envelope　of｛Peri（pt）｝．　coincides　with　the　symmetry
Remark　（Theorem　5．　i．of　［Mi193］）　A　quadratic　rational　map　has　a　non－
trivial　automorPhism　if　and　only　if　it　is　conjugate　te　a　map　in　the　unique
normal　ferm　f（2）　＝＝　k（x　十　｝）　with　k　E　C　X　｛e｝．
1．3　Rea｝moduli　space
　　Let　Rat2（R）　be　the　set　of　real　quadratic　rational　maps．　Then　the　pa－
rameters　ai　（1　S　i　〈一　3）　are　all　real，　because　the　three　fixed　points　and
the　corresponding　multipliers　are　either　all　real　or　oBe　real　and　a　pair　of
complex　conjugate　numbers．　According　to　」．　Milmor，　we　define　the　real
moduli　spaceルf2（R）fbr　Rat2（R）to　be　siエ：nply　the　rea1（σ1，σ2）一plane．
This　notatien　needs　some　care　when　used：if　we　put　5R＝5∩ル12（R），
and　denote　by　〈＞R　the　real　conjugacy　class，　then　（Rat2（R）／PGL2（R））　X
｛〈a（x　＋　g）＞R，　〈a（tx　一　b）＞R｝aERx　is　canonically　isemorphicto　R2XSR，　whereas
there　is　a　canonical　two－to－one　correspondence　between　｛〈a（x　±　2；）〉｝aERx
and　SR・
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2 Cubic　polynomials
2．1　Moduli　space　of　cubic　polynomials
　　Let　Poly3（C）　be　the　space　of　all　cubic　polynomials　from　C　to　itself．　The
group　Pelyi（C）　of　affine　transformations　acts　on　the　space・Poly3（C）　by
conjugatユon，
　　　　　　　gopog一一i　G　Poly，（C）　for　gEPolyi（C），　pEPely3（C）・
Twe　maps　pi，p2　E　Poly3（C）　are　holomorphically・conjugate，　denoted　by
pi　N　p2，　if　and　only　if　there　exists　g　E　Polyi（C）　with　g　o　pi　o　g一’i　＝　p2．　The
quotient　＄pace　of　Poly3（C）　under　this　action　will　be　deneted　by　M3（C），
and　called　the　moduli　space　of　holomerphic　conjugacy　classes　〈p＞　of　cubic
polynomials　p．
　　　Doing　the　same　as　the　case　of　quadratic　rational　maps，　we　introduce
coordinates　in　M3（C）　as　follows；　for　each　p　E　Poly3（C），　let　zi，　z2，　z3，　x4（＝
○○）be　the　fixed　points　of　p　and　1．Li　the　multipliers　of鰯μ乞＝pノ（；zri　）（1≦i≦
3），　and　k　＝　O．　Censider　the　elementary　symmetric　functiens　of　the　four
multipliers，
al　＝　！a　十　LL2　十　pa3　十k　＝　pa1　十　pa2　十　ps3
a2　＝　palpa2　十　palps3　十　palpa4　＋　ps2pa3　十　pa2pa4　＋　pa3ps4　＝　palLL2　十　pslpa3　十　pa2pa3
σ3：＝μ1μ2μ3十μ1μ2μ4十μ1μ3μ4十μ2μ3μ4＝μ1μ2μ3
a4　＝　LLIpa2LL3pa4　＝　O・
ユ02
These　multipliers　determine　uniquely　p　up　to　ho｝omorphic　conjugacy，　and
are　subject　only　to　the　restriction　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　一一　2ai　十　a2　＝　O．
Hence　the　meduli　space　M3（C）　is　canonically　isomorphic　to　C2　with　coor－
dinates　ai　and　a3．
Proposition　1　The　locus　Peri（x“‘）forms　a　straight　lines　as　follows：
　　　　　　　　Peri（，t．e）　＝　｛〈f＞　E　M3（C）；　03　＝　（一pa2　＋　2pa）o，　＋　pa3　一　3pa｝．
The　locus　Per2（’‘’t’）　forms　an　algebraic　curve　of　degree　three　as　follows：
　Per2（，itL）　＝　｛〈f＞EM2（C）；a32　十’　（4a？一（pa十57）ai十252）a3一（4pa－16）o？
　　　　　　　　　　　　　十（61pa一　252）a？　一一　（4pa　2　十　246pa　一　1134）ai　一　pa　3　十　51pa　2
　　　　　　　　　　　　　一一99pa　一一一　459　＝　O｝．
Note　that　this　curve　is　irreducible　if　and　only　if　ps　＃　1．　ln　the　case　of　pa　＝　！，
　　　Per2（1）　＝　Peri（一1）U｛〈f＞　G　M2（C）；　a3　＋　4a，2　一　61ai　＋　254　＝　O｝．
2．2　Symmetby　locus
　　U＄ing　conjugation　described　in　above，　we　can　define　symmetry　locus　of
this　meduli　space　as　one　in　M　2（C），　and　we　obtain　next　results．
Theorem　1　The　symmetry　locus　S　of　cubic　polynomials　forms　an　irre－
ducible　algebraic　curve：
　　　　　　　　　　　　　　S（ai，　a3）　＝27a3　十（ai．　一一　6）（26i　一　3）2　＝　O．　（3）
　　　The　following　result　is　obtained　immediately　by　the　definition　of　the
envelepe　of　the　family　of　curves．
Corollary　3　The　envelope　of｛Peri（pa）｝．　coincides　with　the　symmetry
locus．
Remark　A　cubic　polynomial　has　non－trivial　automerphism　if　and　only　if
it　is　conjugate　te　a　map　in　the　unique　normal　form　p（；　）　：　x3　十　az．
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Figure　3：　M3（R）　with　the　reai　cut　of
s．
?????????．?、、?
、?????????
Figure 4：　Lines　｛Perl（iL．L）｝　in　the　real
cut　of　the　moduli　space　M3（C）．
2．3　Real　moduli　space
　　Let　Poly3（R）　be　the　set　of　real　cubic　pelynomials．　By　the　satme　reason　for
the　case　ofル12，　we　defi：ne　the　real　moduli　space　M3（R）fbr　Poly3（R）to　be
simply　the　real　（ai，a3）一plane．　This　notation　needs　some　care　when　used：　if
we　put　SR　＝　S　n　M3（R），　and　denote　by　〈　＞R　the　real　copjugacy　class，　then
（Poly3（R）／Pelyi（R））　×　｛〈x3　十　ax＞R，　〈一x3　十　ax＞R｝．ERk　is　canenically　iso－
morphic　to　R2　×　SR，　whereas　there　is　a　canonical　two－to－one　correspondence
between｛〈士x3十αx＞｝α∈R×and　5R．
3 Polynomials　of　degree　n
3．1　Moduli　space　of　polynomials　of　degree　n
Now　we　discuss　about　the　moduli　space　Mn（C）　for　the　space，　Poly．（C），　of
polynomials　of　degree　n．
　　　Doing　the　same　asthG　case　of　cubi’c　polynomials，　we　try　intreducing　coor－
dinates　in　M．（C）　as　follow＄；　for　each　p（x）　E　Poly．（C），　let　x・i，　’”，　一“・’n，　zn＋i（＝
○○）be　the且xed　points　of　p　and腕the　multipliers　of鰯絢＝pノ（βの（！≦i≦
n），　and　pan＋i　＝　O．　Consider　the　elementary　symmetric　functions　of　the　n
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multipliers，
　　　　　　　　　　　an，1　：pa1＋’”＋pan）
　　　　　　　　　　　σn，2＝μ・μ2＋…＋μ箆一・μπ＝Σ告1μ2Σ塁〉ゼμゴ，
　　　　　　　　　　　　　一　　一　　一
　　　　　　　　　　　an，n　＝　LLIpa2’”ps　n，
　　　　　　　　　　　an，n＋1　：O・
Example　1　For　example，　we　assume　p（x）GPoly4（C）；
　　　e　fixed　points：　zi，Z2，Z3，24，00
　　　e　multiplier：　pai，pa2，pa3，pa4，0
　　　e　elementary　symmetric　functions：
　　　　　　　　　　　　　　a4，1　＝　pa1　＋　pa2　＋　pa3　＋　ps4
　　　　　　　　　　　　　　a4，2　＝　palpa2　＋　palpa3　＋　pslpa4　＋　ps2ps3　＋　ps2pa4　＋　pa3ps4
　　　　　　　　　　　　　　a4，3　＝　palpa2pa3　＋　palpa2pa4　＋　palpa3pa4　＋　pa2pa3pa4
　　　　　　　　　　　　　　a4，4　＝　pa　l　pa　2　pa　3　pa　4
　　　　　　　　　　　　　．’a4，s　＝　O
Applying　Fatou－index　theorem　to　these　fixed　points；
　　　　　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　1　　　　　1　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝！，　（4）　　　　　　　　 　　　十　：一　十　　　　 十 r一一nt一 十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　一一　k　　　　　　　　　　　　　 　 　　 　！　一一一　01 一 pa 2　　　　　　　 1　一一　ps 31 一 pal
where　th　＃　1　（1　〈　i　〈　n）．　Arranging　this　equatien　for　the　form　of　elementary
symmetric　fuRctioms；
4　一一N一・　3（，C．L　l　十　／．L　2　十　yLL3　十　X．L　4）　十　2（，CL　I，Ut　2　十　，Ltt　i　LL　3　十　，U）i，C．L4　十　，C．L　21．L　3　十　iLt）2LL　4　十　X・L　3，LL　4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（μ1μ2μ3＋μ1μ2μ4＋μ1μ3μ4＋μ2μ3μ4）＝O．
HeRce　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4－3a4，i十2a4，2－q，3＝O．　（5）
For　the　equation　（5），　the　cases　pai　＝　1　are　alse　allewable．
　　　Now　we　consider　a　pol：　nomial　p（．e）　＝　a4z4　十　a3z3　十　a2z2　十　aiity．・　十　ao　（i
Poly4（C）　tha，t　has　at　least　two　fixed　points．　After　affine　cenjugation，　we　can
assume　they’are　O　and　1．　Then，　we　will　solve　the　following　question：　“Do
オんe加rm？〃⑳」ゼer5
　　　　　　　　　　　ytLo　：　p’（O），　itLi　＝　z／｝’（IL），　／LL2　＝　p’（tt2），　」eL3　＝　．z）i（z3），
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ωゐere　Xl，¢2αre批ゆ・ints　O／P（の，4eオe禰ηeオんe伽e　c・eが。客eηオ8α4，α3，
α2，αユ，αo（ザP（N）9”
　　　In　fact，　the　fellewillg　equations　held；
　　　　　　　　　　　ao＝O　because　of　f（e）＝O，
　　　　　　　　　　　ai＝xLo　because　ef　f’（0）　＝pao，
　　　　　　　　　　　a2＝a4十3－2pao一一一k　because　of　f’（1）＝！a，
　　　　　　　　　　　a3＝1－a4一一a2－pao　because　of　f（1）：1，
and　a4　is　a　common　reot　of　the　following　two　equGttions；
　　　Ai　：　（ps　3　一　2　ps　3　pa　2　十　pa　g　一　pa　g　十　2　pa　i　pa　o　一　ps？）a，4　十　（一一4pa　g　十　（4pa，　十
　　　　　　　　8）pa　3　十（一一一4rf　一一　8）pa　o　十　4　rf　一　8　pa　，2　十　8！a）a2　十（一一6pa　g　十　（一4pa　i　十
　　　　　　　　28）psg　十　（4rf　十　4LL　i　一　44）ps　g　十　（一4rt　十　4rf　一一　8　ps　i　十　32）ps　o　一一
　　　　　　　　6A　十　28rt　一一一　44fi　十　32pa　2　一　16）aZ　十（一4pa8　十（一一　12pa　i　十　32）pa‘o　十
　　　　　　　　（一8rf　十　64pa　i　一　96）pa　g　十　（8rt　一一　96pa　i　十　128）pag　十（12rt　一一一　64rf　十
　　　　　　　　96rf　一一一　64）pao　＋　4rt　一　32A　＋　96rt　一　128rf　＋　64pai）a4　一　pag　＋
　　　　　　　　（一一6pa　i　十　12）pa8　十（一15di　十　60ps　i　一　60）ps　g　十（一20pa？　十　120fi　一
　　　　　　　　240pa　i　十　160）pa　g　十（一15rt　十　120rf　一　360rf　十　480pa　i　一　240）ps　3　十
　　　　　　　　（一一　6pa？　十　60ri　一　240di　十　480di　一一一　480pa　i　十　192）pa　o　一　pa　9　十　12A　一
　　　　　　　　60rt　十　160fi　・一一　240rf　十　192pa　i　一一　64　＝　O，
　　　A2　＝．　（ve　＋　pa3　＋　pao　＋　ta　一　4）a3　＋（2pa3　一　4pao　一一　2rf　＋　4ta）a4　＋　psg＋
　　　　　　　　（3ta　一　6）ps　3　十　（3，LL？　一　12pa　i　十　12），cL　o　十　pa？　一　6　pa？　十　12iLe　i　一一一　8　：　O．
　　　Above　two　equations　have　common　roets　if　and　only　if　pao，pai，pa2，pa3
satisfy　the　equation（5）．　Sinceμoラμ1ラμ2ラμ3　are　the　four　multipliers　of　p（の
and　they　shouid　satisfy　the　equation　（5），　the　two　equations　always　have
common　roots．　Hence　five　coefficients　of　p（x）　are　calculated　by　its　four
multipliers，　however，　this　calculatien　is　not　decisive　when　they　have　distinct
two　common　roots．
　　　For　the　case　of　Poly．（C），　it　is　clear　from　（4）　that　the　equation　corre－
sponds　to　（5）　cannot　have　the　term　of　an，n．　Hence　we　can　put
　　　　　　　　　　　　　　Co＋cユσn，1＋c2σn，2＋…＋Cn－1an，n－1＝O
where　ck　（O　S　k　〈一一　n　一一　1）　are　functions　of　n　variable．
　　　Paying　attention　to　the　form　of　elementary　symmetrie　functions，　we
ebtain　the　following　equation；
　　　　　　　　k（
cド（一1）
n－1
　k
??
＝n一　k．
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Where
??
h　ave
means　binomial　coefficient．　For　convenience，　put　an，o　＝　1．　we
n　一一1
£（一一1）k（n　一　k）a．，k　＝　O・
k＝O
（6）
Question　，ls　the　moduli　space　M．（C）　for　pelynomials　of　degree　n　canon－
ically　isomorphic　to　C”一i　with　coordinates　ai，　a2，　…　，an－2，　and　an？
3．2　Symmetry　locus
Proposition　2　A　polynomial　of　degree　four　has　a　non－trivial　automor－
phism　if　and　only　if　it　is　conjugate　to　a　map　in　the　unique　normal　form
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛x4十az｝，　aEC・
For　a　map　p（z）　in　this　normal　form，　A　ut（p）　is　a　cyclic　group　of　order　three．
Outline　of　proof．　Let　p（z）GPoly4（C）．
　　1．　ln　the　case　of　a　map　p（x）　with　multiple　fixed　points．
　　　　　（a）　The　case　of　p（z）　with　a　fuxed　point　of　order　four：　Aut（p）　is　non－
　　　　　　　　　trivial．
　　　　　（b）　The　case　of　p（z）　with　a　fixed　point　of　order　three：　Aut（p）　is
　　　　　　　　　trivial．
　　　　　（c）　The　case　of　p（．7．）　with　two　fixed　points　of　order　two：　there　is　not
　　　　　　　　　such　p（z）．
　　　　　（d）　The　case　ef　p（x）　with　a　fixed　point　of　order　twQ：　Aut（p）　is　trivial．
　　2．　ln　the　case　of　a　map　p（z）　with　feur　distinct　fixed　points．
　　　　　（a）　The　case　of　four　distinct　multipliers：　Aut（p）　is　trivial．
　　　　　（b）　The　case　that　only　two　of　multipliers　are　coincide：　Aut（pu）　is
　　　　　　　　trivial．
　　　　　（c）　The　case　of　two　pair　of　same　multipliers：　there　is　not　such　p（z）．
　　　　　（d）　The　case　of　three　same　multipliers：　By　an　affine　conjugation，　if
　　　　　　　　three　fixed　points（whose皿ultipliers　are　same）are　mapped　on
　　　　　　　　the　vertices　of　a　regular　triangle　whose　barycenter　is　the　origin
　　　　　　　　and　the　other　fi．xed　point　on　the　origin，　then　Aut（p）　is　non－trivial．
　　　　　　　　Otherwise　Aut（p）　is　trivial．
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（e）　The　case　of　four　same　multipliers：　there　is　not　such　p（z）．
Theref。re　a　map　p（のhas　n・n－trivial　aut・m・rphisms　if　and・nly　if　P（のis
in　the　case　1一（a）　and’the　first　part　of　2一（d）．　We　can　check　easily　that　thesg
maps　c・incide　with　the　n・rmal　f・rm｛x4　十　a：・｝・　　　　　盟
Conjecture　A　polynomial　of　degree　n　has　a　nen－trivial　automorphism　if
and　only　if　it　is　conjugate　to　a　map　in　the　unique　normal　form
｛xn＋　£　A（k　　　kl（n－1），k＃n－1）zk｝
where　A（k）are　para皿eters　i：n　C・
ユ08
A Comparison　between　the　quadratic　rational　maps
and　cubic　polynomials
Quadratic　ratbnal　mapsCubic　polynomials
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A．1　Topological　Partition
For　map！∈ル｛2（R），　the　two　critical　pohlts　of　f　are　two　reahumbers　or
a　pair　of　complex　conjugate　numbers．　lf　f　has　a　pair　of　complex　conjugate
critical’　peints，　this　map　is　twe－to－one　covering　map　en　Si　＝　R　u　｛oo｝．　ln
this　case，　if！ノ＞Othen　f　is　called　the　map　of　degree十2，　else！ノ＜Othen
the　map　of　degree　一2．
　　　While　a　map　f　with　real　critical　points　is　called　monotone　（resp．　uni－
modal，　bimodal）　if　the　interval　1　＝　int（f（S））　contains　no　（resp．　one，　two）
critical　points　［Mi193］．
o
　　　　　　　　　：
黷高処?盾狽序pe：　　　　　　　　　毒
??
＋m◎not◎n
degree－2 ＝ゆc?。
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　　　　　　　　　　；
@　　　　　　　　　：一一一一一　一一険　一
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Figure　5：The　toρobgicaゆartition　o仕heルて2（R）．
Boundary　curves　of　Figure　5
　　　　　　　　　Ojワ1
　　　　　　　　　B　Ci
Symmetry　lecus
：　σユ＝2
：　σ1二6
：　S（al，a2）＝O
where　the　curves　CDi　（Peri（O））　and　BC2　are　“center　curve”　defined　in
［N　N　93］．
Remark　Two　curves　BCi　and　CDi　are　boundary　courves　of　the　“uni－
modal”　region．
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　　　For　map　p　E　M3（R），　if　the　real　filled－in　Julia　set　of　p　is　a　single　point
then　it　is　said　that　P　in　the　classフZo．　Let　J　be　the　smallest　closed　interval
which　contains　the　real　filled－in　Julia　set　of　p．　For　p　¢　7Zo，　it　is　said　that
p　belongs　to　the　class　Rn　if　the　graph　of　p　intersected　with　」　×　」　has　n
distinct　cemponents　［Mi190］．
R3
????
鼠ゆ
｛…
　　　　　　　∫
黷T；｝．｝臓の．齢一　一 一　　印　　o　噛 ．騨．蝉1凱．．．＿．＿．．」凱1
?
? ? ?｝?
1 ＼ ?
? ：R名
?｛?擬。’
?
??
　　　　：
@　　　：FR2↓
μ00h
ｿ5
?
??
｝??
??
?
?
?
?
｛??
? ?
＝
?
?
???
鼻の　　　A A　　　’
??8
?
…? 3
Figure　6The　topological　partition　of　the　M3（R）
　　　　　　　Peri（1）
　　　　Preper（i）1
Symmetry　locus
　　　　　　　Per2（1）
　　　　Preper（i）2
Boundary　curves　of　Figure　6
　ai　一一　a3　一一2＝O
　一一4a，2　十　57ai　一一　a3　一一　198　＝　O
S（al，a3）　＝　O
　一一80，3　十　180a，2　一一　1809ai　一　27a3　十　6966　＝　0
64σ卜1152σ至＋7776σ呈＋（432σザ25056）σ曇
　十（一一388803　十　41796）ai2　十　（8748a3　一一　34992）ai　十　729a32
　－4519803　十　e543105　：O
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A．2　Hyperbolic　componeRts
Figure　7：・・swallow　configuratiOバin　the　moduli　space　M3（C）of　the　cubic　poly・
nomia｛s．　O．8　〈　ai　〈　3．7，　一一37．6　〈　a3　〈　一20．
　　　A　rational　map　is　hyperbolic　if　and　only　if　the　orbit　of　every　critical　point
converges　to　some　attracting　periodic　orbit．　The　hyperbolic　maps　form　an
open　subset　of　moduli　spaceラand　the　con：nected　components　of　this　open　set
are　called　hyperbolic　components．
　　　The　hyperbolic　components　of　M　2（C）　call　be　devided　into　the　following
four　classes；　Bitransitive一，　Capture一，　Disjoint一，　and　Escape－types　［Ree90］．
　　　The　hyperbolic　components　of　M3（C）　can　be　devided　illto　the　following
four　classes；　Adjacent一，　Bitransitive一，　Capture一，　and　Disjoint－types　［Mi190］．
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M　Quadratic　rational　maps
1．1　Moduli　space　of　quadratic　rational　maps
　Lct，　C　1）e　the　Riemann　sphere　and　Rat，2（C）　the　space　of　all　quadratic　rational
maps　from　10　to　itself．　’1［’he　groirp　PSL2（C）　of　M6b，　ius　transforniations　acts　on　the
space　R　at，2（C）　1）y　conjugation，
　　　　　　　gofog一’ERat2（C）　for　gEPSL2（C），　fERat2（C）．
Two　mal＞s　fi，f2　E　Rat2（C）　are　holomorphically　conjtigate，　denoted　by　fi　ev　f2，
if　and　only　jf　there　exists　g　E　PSL2（C）　with　，g　o　fi　o　g“！　＝　f・2．　The　quotient　space　of
Rat2（C）ullder　this　action　will　bc　dcnoted　byノレ｛2（C），　and　callcd　thc　moduli　space
of　holomorphic　conjugacy　classes　〈f＞　of　quadratic　rational　maps　f．
　　Milnor　intro（hlced　ill［Mi1921　coordinates　i：nルt2（C）as　foUows；for　cachノ∈
Rat・2（C），　let，　2　i，　；・　2，　；・3　1）e　the　fi）／ce（1　points　of　f　and　ILi　the　multip1iers　of　，7．．i；　iLei　一・一：一一一
f’（；i）　（1　S　i　〈一　3），　Consider　tl｝c＞，　elementary　symmetric　fu’ncti　ons　of　thR．　t，1｝ree
mukipliers，
　　　　　　al＝　pa　1十SL2十LL　3，　a2＝LL　I　pa　2十pa　2　Lt　3十pa　3　pa　1，　a3＝pa　l　lL2pa　3・
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These　tlrree　multipliers　determine　f　up　to　holomorphic　conjugacy，　and　are　subject
only　to　the　resnicti（）u　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a3　＝　ai　一　2，
Hence　the　mo（luli　space　M2（C）　is　canonically　isomerphic　to　C2　・wit’?　coordinates
のandσ2（Lemma　3，1　in【Mi192】）．
　　By　an　automorphism　of　a　qua（li’atic　rational　map　f，　we　will　mean　g　E　PSL2（C）
which　commntes　with　f．　The　collection　Aut（f）　of　all’　automorphisms　of　f　forms　a
finite　group，　lt　is　clear　that　Aut（f）　is　isomorphic　to　Aut（f）　for　any　f　E　〈f＞，
　　The　set
　　　　　　　　　　　　　　5＝｛〈プ〉；Aut（ノ）is　no：n－trivial｝⊂ノ1イ2（C）
is　called　the　symmetry　locus．
　　For　each　Lt　E　C　let　Per．（p）　be　the　set　of　all　conjugacy　classes　〈f＞　of　maps　f
which　having　a　periodic　point　of　period　n　and　multiplier　lt．
　　Each　of　Peri（／L）　and　Per2（／，t）　fonns　a　s　traight　lines　as　follows：
　　　　　　　Peri（，eL）　＝　（〈f＞EM2（C）；a2＝（pa＋pa－i）ai一（pt2＋2p－i）｝
　　　　　　　Per2（μ）　＝　｛〈ノ〉∈ノ㌧イ2（C）；σ2＝一2σ1十μ｝，
（Lemmas　3．4　and　3．6　in　IMi192］），
Proposition　1　The　s＞immetr．y　locus　S　is　defined　by　an　irredueible　algebraic　curve
fn／U2（C）as　follows；
　　　　　　5（σ1，σ2）＝2σ1十σ1σ2一σ1－4σ1－8σ1σ2十12σ1十12σ2－36＝・0．　　　（1）
We　give　an　proof　in　IF］NTI，　［FN2］．
Corollary　1　T　he　s．ymmetry　lo　cus　S　is　the　envelope　of　the　fami！y　of　the　lines
Pei’i　（tt・　）・
　　Mih｝or　describes　the　curve　（1）　implicitly　（compare　Figure　15　in　［Mi192］）．　Here
we　〈’；i　n　gi’ve　a　defining　eqmatioll　（1）・of　this　cubic　curve．
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1．2　Real　moduli　space
　　Let　Rat2（R）　be　the　set　ef　real　quadratic　ratienal　maps．　Then　the　parameters
oi　（1　S　i　”〈　3）　are　all　real，　because　the　three　fixed　points　aMd　the　correspond－
ing　multipliers　are　either　all　real　or　one　real　and　a　pair　of　complex　conjugate
mumbers，　According　to　J．　Mihnor，　we　de伽e　the　reaユmoduli　spaceル｛2（R）for
Rat2（R）to　be　simply　tlle　real（の，σ2）一plane．　This　notation　needs　some　care　when
used二if　we　put　5R＝5∩ル｛2（R），　and　denote　by〈＞R　the　real　conjugacy　class・
then　（Rat2（R）／PSL2（R））　X　｛〈a（ar　＋　S））R，　（（L（：zr　一　i）＞R｝．GRx　is　canenicall．y　iso－
morphic　to　R2×8R，　Kvhereas　there　is　a　canoHical　tvv：o－to－one　correspondence　bet，“reen
｛〈a（x’　±　；））｝．，Rx　and　SR・
2 A　quadratic　rational　family　with　non－monotone
bifurcations
let　｛A｝A　be　a　one－parameter　family　of　discrete　dyt｝amical　systems　on　R’　where　A
is　an　interval　of　R．　As　the　para皿eter　illcreased，　a　paratneter　vaユueλo　is　called
oicbit　creating　if，　at　Ao，　new　periodic　orbits　are　created　and　no　periodic　orbits　are
annihilated；　Ae　is　called　orbit　annihilat　ing　if　periodic　orbits　are　allnihilated　and
no　new　periodic　orbits　are　created；　Ae　is　called　neutral　if　no　periodic　orl＞its　are
annihilated　arid　no　periedic　orbits　are　created．
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Figure　3；　Regular　p　eriod－doubling　（・一halving）　bifurcations　a［｝d　irregula£t’　perio（1－
doubling　（一halving）　bifurcations．
　　Afamily｛ム｝A　is　said　to　be　monotone　increasin名（resp．　decreasing）if　every
pai’ameter　value　in　A　is　neutra1　or　orbit　creaもing（resp．　an並hilating）．　A　family｛ム｝A
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is　called　non－monot　one　if　A　contains　both　orbit　creating　and　orbit　annihilating
parameter　values．
　　Note　that　the　sign　of　Schwarzian　derivative　Sf　：　f’”（a」）／f’（x）　一一　ix3　（ft’（x）／ft（x））2
determines　the　type　of　local　bifurcation：　For　a　family　of　maps　with　negative　SchwaTzian
derivative，　a　period一一doubling　bifurcat，ion　necessarily　involveg．　only　an　attracting　（reg－
ular）　orbit・　of　period　two，　and　not・　t・he　reverse　one　which　involves　a　repelling　（irreg－
ular）　orbit　of　period　two　（［？］）．　See　Figure　3．
　　　Nowラwe　in．vestigate　the　dyna，lxtics　of　a　certaiエ｝rea12。parameter　famils　given　by
M．Bier　and　T．　C．　Bountis【BB84｝a：nd　rewritten　b）r　H．　E．　Nusse　and　J．　A．、brke．
（［NY88D：
　　　　　　　　　　　　　　　　　｛紳）…（r＋1翻（，。の∈R・・
　　、～℃note　that　quad■atic　rationaユmaps　harre：negative　Schwarzian　deriv包tives．
Hence，　o：nly　regular　period－doubling（or－halvi：ng）bifurcat，ions：may　occlU’in　this
family．
　　　Since　the　mapsノ瓦r　and　f鴇　，＿r　are　conlugate　to　each　other　for　any　rりit　suf且ces
to　consider　the　case　r＞0．
　　Sinceル｛2（C）is　isomorphic　to　C2　with　coordinateσ1　andσ2，　there　is　a　natura1
　　　　　　　　　　　　　　バcompacもi丘cationル｛2（C）望CP2，　consistiug　ofノ～イ2（C）together　with　a　2－sphere
of　ideal　points　at　i：n丘nity．　Elements　of　this　2－sphere　can　be　thought　as　limits　of
quad珍tic　rational　maps　which　degenerate　towards　a　fractional　linear　or　col｝stELILIt
map（［Mi192D．　Therefordor　the　case　m＝　e　of　t．his　fannily！1，t，T，，　it　ma：kes　sellse　that
we　should　consider　it　a，s　a　degenerated　limit．
Theorem　1　in　．M　2（R）R，　the　one　parameter　fami！y　｛f．，，（x）｝，．　for　each　fixed
r　（r　）　O）　lies　exact！y　on　an　irreducible　algebraic　curve：
　　R）rr≠券，0，　this　ctu’ve　is・f　degree　4　de五eゆアむ11e　equa伽
　　Hr（σエ，σ2）　＝　　一7・2a全十（87・2－2）σ1十（（87’2－1）（72－128r4十87・2十1）σぞ
　　　　　　　　　　　　　　十（（一一39wr2　十　8）a2　十　512r‘　一一　96r2　一一　12）ai　十　（一一16r2　十　4）a22
　　　　　　　　　　　　　　十（512r“　一一　96r2　一一　12）a2　一　4096r6　十　1536’r“　一　144r2　十　36　＝　O．（P“）
　　F・rr＝　一1，　thθc・rresp・nd」刀g　c脚e　f5・f　degree　3，　f・θ・，
　　　　　　　　　　Hg（ai，　a2）　＝　一一一　a？　一一一　2ai2　＋　（4a2　一　24）ffi　＋8a2　一一　‘64　＝　O．　（3）
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For　r　＝　O，　the　corresponding　cuive　is　also　of　degree　3，　i．e．，
　　Ho（ai，　a2）　＝　2a？　十　a？a2　一　a？　一　4a3　一　8aia2　十　12ai　十　12a2　一一一　36　＝　O．（4）
Proo£　The　three　fixed　points　zi，z2，z30f　f，．，，　are　the　roots　of　the　equation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　z3　一一　mrz2　＋　（1　・一　m）z　一　mr　＝　O，
i．e．，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛霧却欝一1－m，
The　multiplier　th　of　each　ftyed　point　zi　i　s　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z寧一1
　　　　　　　　　　　　　　　ノ’（・Zi）＝μドm（壽＋1）2（鳳2・3）・
　　By　using　”Gr6bner　basis　of　Risa／Asir，　Symbolic　and　algebraic　computation
system　by　FUJITSU，　we　can　ebtain　the　coerdinates　ai（＝　lzi　十　IL2　十　pt・3）　aEt｝d　u2（＝
pa　l　pa2　十　pa2pa3　十　pa3pa　1）　as　funCtiOnS　of　m　and　r：
｛雛癖セ誰講9＋2　m3＋（σ2－5）m2＋47＿4一（…5）
Using　”　Gr6bner　basis　again，　we　can　remove　m　from　（5）　for　each　fixed　r，and　get　t｝ie
deftning　equation　（2），　We　caas　check　easily　that　（2）is　irreducible　if　and　only　if　r　＃　g，
from　which　follows　the　furst　and　the　last　cases．　ln　the　case　of　r　＝　i，　substituting
r　：　g　in　（5）　directory，　then　we　obtain　（3），　which　is　clearly　irreducible．
　　Conversely，　to　see　any　point　on　the　curve　H，（ai，a2）　＝　O　cemes　from　an　f，．，，　for
seme　m，　observe　carefully　the　process　that　m　is　removed　from　（5）．　Thus　we　can
see　that，　except　for　finite　number　of　points　which　annihilates　the　leading　coefficients
of　some　polynopaial．in　m　appearing　in　the　course　of　the　precedure，　every　pointt　on
the　curve　corresponds　to　an　f．，，　fer　some　m．　Then　so　does　（lny　point　on　the　whole
curve　due　to　the　continuity　of　the　selution　of　（5），　when　regarded　as　e（luation　of　m．
?
Remark　1　The　equation　ef　ffi　in（5）is　obtained　by　the　following　Program　2，，
which．is　suggested　us　by　Takeshi　Shimoyama，　advaced　researcher　of　ISIS，　FUJITSU
LABORATORIES　LTD．
Non・一monotone　Bifurcations　Along　an　Algebraic　Curve　for　Quadratic　Rational　FamMes　97
Program　2
if　（vtype（gr）！”一一3）
extern　Ord＄
load（臼gr舗）＄＄
def　moduliSIO｛
　　　　　　　Sl＝nm（m＊（（zlA2－1）／（zlA2＋1）A2
　　　　　　　　　　　　　　　＋（z2“2－1＞／（z2A2＋1）”2＋（z3”2一一一1）／（z3“2＋1）“2）一s1）；
　　　　　　　X＝z1＋z2＋z3－m＊r；
　　　　　　　Yxzl＊z2＋z2＊z3＋z3＊zl－1＋m；
　　　　　　　Z露z1＊z2＊z3一皿＊：r；
　　　　　　　Ordrc2；
　　　　　　　Gxgr（［Si，X，Y，Z］，［z1，z2，z3，皿，，r，81：］）；
　　　　　　　for　（工za＝Length（G）・一1；1＞謬0；工一一）｛
　　　　　　　　　　　　　　　EsuG　［1］　；
　　　　　　　　　　　　　　　if　（vars（E）＝x［r，m，s1］）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　break；
　　　　　　　｝
　　　　　　　return　E；｝
end＄
　　To　say　superfiuously，　the　required　equation　（2）　is　obtained　from　following　com－
mand　of　Risa／Asir．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Command　of　Risa／Asir
gr（［4＊皿＾2＊：r＾2’”m＾2・←（s1ナ2）＊皿・一4－4＊斑＾4＊：r＾4，
＋（m”4・一12＊m“3－8＊m”2）＊r“2＋2＊m”3＋（s2－p　5）＊m“2＋zl＊m一一4］，［m，r］）；
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Figui’e　6：　Period－bubbling　bifurca－
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Figure　7：　Algebraic　curves　of　degree
4－in　the　“classified”　mo　duli　space．
Thick　curve　corresponds　with　r　＝
O．58，　thin　curve　corresponds　with
r　＝　O，7．
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Examp｝e　1　Non一1nonotone　bifurcation　can　occur　at　r＝O．54，　See　Figure　4．　And
its　（rharast・eristic　curve　is　Figure　5，
　　　We　can　analyze　the　non－monotone　bifurcation　by　overwriting　the　algebraic　curve
of（1egree　40n　theル｛2（R），
’Example　2　One　parameter　family｛f．，o．ss｝has　non－monotone（period－bubbling）
bifurcation．　See　Figure　6．
　　　In　Figure．7，　the　thick　line　indicates　this　fai　nily，　and　the　gray　belt　is　the　region
on　which　each　map　has　attracting　period　2　cyc1e．　When　algebraic　curve　of　degree　4
through　this　gray　belt，　period－doubling　bifurcation　eccurs．　ln　this　case，　the　curve
intterse（；ts　the　gray　belt　（period－doubling　occurs）　and　intersects　again　the　period
1　region　（period－ha｝ving　occurs）．　Hence　period－bubbling　bifurcation　occurs，　as　in
Figure　6．
Theorem　2　For　a　fixed　parameter　r，　there　a，re　following　three　possibilities；
h・a1伽5　bf血rca亡」・ns・cαzr　ffOくr≦1，
2．n・n－m・n・右・ne　bifureaむ1・ns・cc　zr　if　S＜r＜響，・r
．3。any　bi血rca伽can’t・cc副曙　≦r．
　　ASoof　is　given　in　（IFNI　and　［FN2］）．
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Two　affine　structures　imposed　in　the　polynomials　with
degree　four
Kiyoko　NISHIZAWA
　　　　Josai　Univ．
　　Masayo　FUJIMURA
National　Defense　Academy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract
　　In　the　pap　er　of　［NF97b］　we　studied　the　geometrical　and　topological　prop－
erties　of　the　moduli　space　of　polynomial　maps　of　degree　3　from　a　viewpoint
of　complex．　dynamical　systems．　Making　use　of　the　discussion　of　［FN97］　and
［NF97a］，　we　decide　the　branch　locus　and　give　the　“topological　partition”　of
the　real　moduli　space　of　p　olynomial　maps　of　degree　4．
1 Polynomials　of　degree　4
1．1　CoefiEicient　coordinate　on　polynomials　of　degree　4
Let　Poly4（C）　be　the　space　of　all　po｝ynomial　maps　of　the　form
p：C一　C，
p（z）＝a4z4＋a3z3＋a2z2＋aii＋ao　（a4＃O）・
The　group　E2t（C）　of　all　affine　transformations　acts　on　Poly4（C）　by　conj　ugation：
　　　　　　　　　　gopog－i　EPoly4（C）　for　gG2t（C），　pEPoly4（C）・
’rwo　maps　pi，p2　G　Poly4（C）　are　holomorphical！y　conj　ugate　if　and　on｝y　if　there
exists　g　E　SZt（C）　with　g　opi　o　g’一’i　＝　p2．　rThe　quotient　space　of　Poly4（C）　under　this
action　will　be　denoted　by　M4（C），　and　called　the　moduli　space　ef　holomorphic
conj　ugacy　classes　〈p＞　of　pelynomial　maps　p　of　degree　4．
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　　　Under　the　conjugacy　of　the　action　of　ut（C），　it　can　be　assumed　that　any　map
in　Poly4（C）　is　“monic”　and　“centered”，　i．e，，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（Z）＝　z4＋C2　Z2＋C、・X＋C。。
This　p　is　determined　up　to　the　action　of　the　group　G（3）　of　3－rd　roots　of　unity，
where　each　ny　E　G（3）　acts　on　p　e　Poly4（C）　by　the　transformation　p（z）　”　p（nz）／n．
　　　Letフ：＞1（4）be　the　affine　space　of　all　monic　and　centered　polynomials　of　degree
4　with　coordinate　（co，ci，c2）．　Then　we　have　an　three－to－one　canonical　projectien
〈li） ア1（4）→M4（C）
from　Pi（4）　onto　M4（C）．　Thus　we　can　use　Pi（4）　as　coordinate　space　for　M4（C）
though　there　remains　the　ambiguity　up　to　the　greup　G（3）．
　　　New　we　introduce　“multipliers’　coordinates”　in　M4（C）　（see　［Mi193］）：
　　　for　each　p（z）　e　Poly4（C），　let　ii，　…　，　i4，　zs（　：　oo）　be　the　fixed　points　of　p
andμ¢the　multipliers　of　zi；μ¢＝pノ（zi）（1≦i≦4），　andμ5＝0．　Consider　the
elementary　symmetric　functions　of　the　four　multipliers，
　　　　　　　　　　　　a4，1　＝　pa　1　十　pa2　十　pa3　十　pa4，
　　　　　　　　　　　　ff4，2　＝　，“III2　十　JLb　i　pa　3　十　ltb　l　pa4　十　1“S2，be3　十　ILe21・L4　十　iCL　3？C・e4
　　　　　　　　　　　　a4，3　＝　pa　l　pa2pa3　十　pa　l　pa　2　pa4　十　pa　l　pa　3pa4　十　pa2pa　3　pa4，
　　　　　　　　　　　　a4，4　＝　pa　l　pa2pa3pa4
　　　　　　　　　　　　a4，s　＝　O，
Note　that　these　are　well－defined　on　the　moduli　space　Mn（C），　since　pai’s　are
invariant　by　a茄．ne　conjugacy．　Applying　the　Fatou　index　theorem，　we　have　a
linear　relatien　（［NF97b］）：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4－3a4，i十2a4，2－a4，3＝O．　（1）
　　　Let　X（4）　be　an　aflSine　space　with　coordinates　（a4，i，a4，2，a4，4），　so－called　mul－
tipliers’　co　ordinates．
　　　We　have　a　natural　prejection：
W：M4（C）　．　£（4）．
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Definition　1　Peri（，C，L）CM4（C）is　the　locus　of　a｝1　classes　having　a　fixed
point　with　multiplier　pa．　Similarly，　Preper（．）1　is　the　locus　ef　all　classes　having　a
pre－fixed　critical　erbit　with　tale－length　n　＃　O．
2　Comparison　between　Poly3（C）and　Poly4（C）
Now　we　summarize　the　properties　of　the　Poly3（C）　and　Poly4（C）　given　by　［Mi｝92］，
［NF97b］　and　［FN97］．
2．1　Poly3（C）case
Moduli　space：
　　　　　　　e　The　moduli　space　M3（C）　is　isomorphic　to　the　space　X（3），　hence　it　is
　　　　　　　　isomorphic　to　c2．
　　　　　　　e　iPi（3）　is　a　two－sheeted　ramified　covering　of　C2
Real　moduli　space：　The　real　moduli　space　M3（R）　has　one－to－one　correspon－
　　　　dence　with　R2，　excepting　en　the　symmetry　locus．　While　on　the　symmetry
　　　　Ie　cus，　there　is　twe－to－one　correspondence．
Mu1七iplier，s　Coordina七es：（σ3，1，σ3，3）with　the　linear　relation　3　一　2σ3，i十
　　　　a3，2　＝　O．
Normal　Forms　（Pi（3））：　｛f（z）　＝　z3　十　cii十　co｝
thran＄formation　formula：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　03．1　＝　一一3cl　十　6，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a3，3　＝　27c3　十a（2ei　一一　3）2
Dynamical　curves：
　　　　　　　ePeri（iu））：　a3，3＝（“pa2十2pa）a3，i十pa3－3pa
　　　　　　　ePer2（pa）：　cubic　algebraic　curve
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　　　　　　　e　Peri（一1）　C　Per2（1）
Symmetry　lo　cus：　The　symmetry　locus　coincides　with　the　envelope　of　the　lines
　　　　family　｛Peri（，C，t））｝．’　And　it　forms　an　irreducible　algebraic　curve　in　M3（C）：
　　　　　　　　　　　S3（a3，i，a3，3）　＝　4a33，i　一　36a32，i　＋　81a3，i　＋　27d3，3　一　54　＝　O．
　　　　And　its　normal　form　is　given　by　a　one　parameter　family　｛z：3　十　az｝．
Topological　partition：　The　real　moduli　space　is　divided　into　the　following
　　　　fbur　partsフ≧o，フZl，　R2，　R3．　And　its　boundary　curves　are　the　f6110wing
　　　　dynamical　curves：
　　　　　　　　　　　Peri（1），　Per2（1），　Preper（i）！，　Preper（i）2，　Symmetry　loctts
2．2　Poly4（C）case
Moduli　space：　The　number　of　the　inverse　images　of　the　space　£（4）　under　the
　　　　map　W　is　O，　1，　2，　or　oo．　The　space　Pi（4）　is　a　three－sheeted　ramified　covering
　　　　of　c3
Mul七iplier，s　Coordina七es：（σ4，1，σ4，2，σ4，4）with　Iinear　relation　4　一一　3σ4，1十
　　　　2a4，2　一　a4，3　＝O
Normal　Forms　（Pi（4））：　｛f（z）　＝　z4　十　c2i2　十　ciz　十　co｝
lhransformation　formula：
　　　　　　　　a4，i　＝一8ci＋12　’　（2）
　　　　　　　　a4，2　＝　4cg－16coc2十18c？一60c十1十48　（3）
　　　　　　　　a4，4・　＝　16cocg＋（一一4c？＋8ci）c＞3　一一！28cgc22＋（144coc？一288coei
　　　　　　　　　　　　　　　　＋128co）c2　一　27c2　＋　108c3i　一一一　144c？　＋64ci　＋　256c30　（4）
Dynamical　curves：
　　　　　　　W　（Per　i（pa））　：　pa4　一一　a4，ipa　3　十　a4，2pa2　十　（3a4，i　一　2　a4，2　一　4）pa　十　a4，4　＝　O
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Symmetry　locus：　The　symmetry　locus　is　a　proper　subspace　of　the　envelope　of
　　　　the　plane　family　｛Peri（pa）｝．　The　symmetry　locus　S4　iii　M4（C）　forms　the
　　　　following　algebraic　curve：
｛葺i熱ド（雌4。96，
And　its　normal　form　is　given　by　a　one　parameter　family　｛z4　十　az｝．
Remark　A，　F．　Beardon　［Bea90］　studies　symmetries　of　Julia　sets．　He　gave　a
sufficient　and　necessary　cendition　fer　the　Julia　set　ef　two　polynomials　P　and　Q
are　same．　There　a　re　significant　relations　between　symmetries　of　J　ulia　sets　and
the　symmetry　lo　cus　（［FN］）．
3 Branch　locus
In　the　case　of　cubic　polynomials，　the　envelope　of　the　line　family　｛Peri（，c，t））｝pa
coincides　with　the　symmetry　locus　（［NF97b］）．　B　ut，　in　the　case　ef　polynemials　of
degree　4，　the　symmetry　locus　is　the　proper　subspace　of　the　envelope　（［NF97a］）．
　　　In　fact，　the　images　of　the　surfaces　Peri（pa）　are　easily　obtained　by　using　the
linear　relation　（1）：
　　　　W（Peri（pa））　：　pa4　一　a4，ipa3　＋　a4，2pa2　＋　（3a4，i　一　2a4，2　一　4）pa　＋　a4，4　＝　O・
And　a　defining　equation　of　the　envelope　of　｛W（Peri（pa））｝pa　is
ENV　：
　　　　54a45，i一　＋　（一一一81q4，2　一一一　27a4，4　一　135）a4‘，i　＋　（36a42．，2　一　144a4，2　一　1008）a43，i　＋
麟灘鐸編灘3き1撫縄離麗；1：：；
　　　　　（一128d4，4＋2176）a42，2　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（ 56a4，4＋3840）a4，2＋256a42，4＋768a4，4＋2304　ti　O．
This　defining　equation　is　obtained　by　seeking　the　common　factor　of　W（Peri（pa））
and　？SparW（Peri（pa））　where　the　singular　factor　W（Peri（1））　is　removed．
87
　　　A　defining　equation　of　the　symmetry　locus　satisfies　a　defining　equation　of
EArv．
　　　To　say　inore　intuitively，　the　syininetry　｝ocus　cerrespoi）ds　with　the　condition
that　the　equation　Peri（it．ae）　has　triple　root，　while　the　envelope　corresponds　with
the　condition　of　double　root．
　　　In　the　case　of　polynomials　of　degree　4，　the　envelope　deeply　concerns　the
branch　locus．
　　　In　this　paper，　branch　locus　is　defined　the　locus　where　the　numbeur　of　inver＄e
Im、ages　IS　nOも七wO・
Theorem　1　The　branch　locus　is　characterized　as　follo；vs，’
　　　　　　　　　　　　　　　　　branch　locus　＝　｛a4，i　一　4　＝　O｝　U　ENV．
　　　Before　proving　this　theorem，　we　need　“inverse　problem”　described　in　［NF97a］
（Proposition　2）：ノbrαMJ（σ4，1，σ4，2，σ4，4）9勿eπ，　there　exis　ts（co，cl，c2）sαtisfoling
the　transformation　fo7’mula　oT　not．
　　　　Propo＄ition　2　in［NF97a］　The　composition　W　o¢：7’i（4）一
　　　　Σ（4）is　not　surJ．ective；亡hf5　map　1ユa5ησ加ver5eゴmage　fbr　anγpofηむ
　　　　on　the　“punctured”　curve　S：
　　　　　　　　　　　　　　（a4，i，　a4，2，　a4，4）　＝　（4，　s，　s2／4　一一　2s　十　4），s　＃　6．
Proof　of　outline　of“inverse　problem”　Fix　a　point（a4，i，a4，2，a4，4）EX（4）・
The　following　equation　is　obtained　by　substituting　the　equation　（2）　to　（3）　of
transformation　formula：
　　　　　　　　　　　　　　　4cg　一16coc2　＝一a4，2　r　iiltr　a42，i　一ga4，i　＋g　（Jr）
Let　V　be　the　value　of　the　right　hand　of　the　relation　（5）：
　　　　　　　　　　　　　　　　V一詣←32σ4，2＋9σ麦，・＋24σ4，i　一一　48）　　（6）’
　　　First　we　start　the　case　of　V　＝　O．　We　put　ci　＝　1221　glf！；一！一一a4’i　and　c2　＝　o．　’Then　eo　is
a　one　of　the　solutions　of　the　equation　given　by　（4）：
　　　1048576c30　一　4096a4，4　一　27a4‘，i　＋　432a43，i　一　1440a42，i　＋　1792a4，i　一　768　：　O．
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It　is　impor七an七七ha七七he　coe伍cient　ef七he　cl七erm　does　not　vanish．
　　　Second，　we　assume　that　V　＃　O．　From　the　relation　（5），　if　there　exists　inverse
images　then　we　have　c2　S　O．　Therefore　dividing　（3）　by　c2，　and　substituting　it
into　（4）　we　ebtain　the　following　equation：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Acg　＋Bcg　＋c＝o　（7）
where
　　　　／4＝262144（σ4，1－4）2，
　　　　B　＝　1024（128σ4，2＋（一144σ3，、＋384σ4，エー256）σ4，2－512σ4，4＋27σ珪，、
　　　　　　　　　　一576σ珪，、＋1280σ4，・一768），
　　　　0＝《32σ4，2－9σ珪，、一24σ4，・＋48）3・
且ere，　we　will　ma：ke　sure　that　the　above　equation（7）have　solution（s）c2　in　the
cases　of．A≠Oor　B≠0．　Now　we　nete七hat　O＝（32V）3≠0．
　　1．If　A≠Oor　B≠Othen　the　equation（7）has　soiution（s）c2．　Substituting
　　　　　these　c2　to（3），　co　is　also　obtained．　The　paエameter　cl　depends　only　on　a4，1。
　　2．lf　A＝Oand　B　・O，　then　we　haveσ4，1＝4andσ4，4＝（σ珪2－8σ4，2＋16）ノ4．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　シ　　　　　Now，　suppose　the　equa七ion（7）has　solution（s）c2．　Substituting　above　two
　　　　　conditions　into　the　transforma七ion　formula，　we　have　a　relation　4co－cl・＝0．
　　　　　As　this　relation　is　a　fact◎r　of　the　left　hand　of　the　equation（5），it　contradicts
　　　　　to　the　condition　O≠0．
　　　　　Therefbre　there　is　not　a　solution　c2　satisfying　the　equation（7）．
　　　　　We　remark　that　if　O　is　aIso　O（that　is（σ4，1，σ4，2，σ4，4）＝（4，6ラ1））then　there
　　　　　are　infinitely　many　inverse　images（co，c1，c2）＝（c茎／4，　cz，c2）．　However，　in
　　　　　this　case，　we　mention　againγ＝0．
Therefore　the　equation（7）always　has　solution（s）c2，　except　for（σ4，1，σ4，2，σ4，4）＝
（4，s，s2／4－23十4），　s≠6．1：f　there　is　solution（s）c2，　subs七ituting　these　c2　to（3），
co　is　also　obtained・The　parameter　cl　depends　only　onσ4，1。　　　　　　　　　　　　　　蟹
　　　Making　use　of七his　proof，　we　prove　Theorem　l　as　below．
Proof　of　Theorem　l　If　V＝0，　then　c2＝Oor　4co－cl＝0．
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e　ln　the　case　of　c2　＝O　and　4co　一　c3　＝　O：
　　rThe　peintS　（O，ci，　O）　correspond　with　the　symmetry　locus　on　X（4）　and　the
　　number　of　the　inverse　image　is　one．　Hence　these　points　（symmetry　locus）
　　be｝ong　to　the　branch　locus　and　it　is　already　known　that　the　symmetry
　　locus　is　a　proper　subspace　of　ENV．
e　ln　the　case　that　one　of　c2　or　4co　一　c；　is　equal　to　zero：
　　　1．　ln　the　case　of’　c2　＝O　and　4co　一一一　e；　＃　O：
　　　　　　We　have　ei　＝　（12　一　a4，i）／8　and　co　is　a　root　of　the　equation
　　　　　　1048576cg　一4096q4，4　一27a4‘，i　＋432a43，i　一1440a42，i　＋1792a4，i　一一　768　＝　O・
　　　　　　The　above　equation　have　three　roots　co　＝　k，　kw，　kw2，　however，　these
　　　　　　three　maps　（co，ci，c2）　E　T＞i（4）　belong　te　same　conjugacy　class．
　　　2．　ln　the　case　of　c2　＃O　and　4co　一　c3　＝　O：
　　　　　　The　one　parameter　family　｛（c3／4，1，c2）｝o，　corresponds　to　one　point
　　　　　　（4，6，1）　E　X（4）．　Only　on　this　point，　there　are　infinitely　many　inverse
　　　　　　nnages．
　　　　　　For　the　other　points　（e3／4，　ci，c2），　we　know　that　there　is　only　one
　　　　　　inverse　image　（conj　ugacy　class）　by　using　the　saine　argument　4s　above
　　　　　　case　1．
　　　　　Putting　together　abeve　two　cases，　there　are　two　inverse　images　ex，cept　for
　　　　　the　point（4，6，ユ）．　The　point（4，　6，1）belongs　to　the　symmetry　locus（of
　　　　　course　it　belongs　to　the　ENV）．　Altheugh　this　point　does　not　belong　to
　　　　　the　“branch　locus”，　we　treat　this　point　is　an　element　of　the　branch　locus
　　　　　in　meaning　that　the　number　of　inverse　images　is　net　two．
On　the　other　hand，　if　V　＃　O　then　the　equation　Acg　十　Bcg　十　C　＝　O　is　obtained
from　the　inverse　problem．　This　equation　has　multiple　roots　if　and　enly　if　A　＝　O
or　discriminant　＝　O．　A　＝　O　means　a4，i　＝：　4　and　the　discriminant　＝　O　coincides
with　the　defining　equation　ENV，
　　　At　last，　we　note　that　the　exceptional　curve　S　is　included　in　the　plane　a4，i　＝　4．
Therefore　there　are　two　inverse　images　except　for　a4，i　：Oor　on　ENY．　pt
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4 Real　moduli　space
4．1　coordinates　of　real　moduli　space
Let　Poly4（R）　be　the　set　of　real　polynomials　of　degree　4．　Then　it　is　easily　shown
that　the　parameters　a4，i　（！　S　i　S　4）　are　all　real．　B　ut　“real　inverse　problem”　is
not　so　easy．
　　　Now　we　discuss　the　following　real　inverse　problem　for　a　while：　fo7’　an，yt
（a4，i，a4，2，a4，4）　E　R3　given，　whether　there　exists　（co，ci，c2）　E　R3　satz’sfyt　ing　the
transfoTmation　formula　or　not．
　　　Fix　any　（a4，i，a4，2i　u4，4）　G　R3．　For　the　case　V　；　O　it　is　clear　from　a　proof　of
inverse　problem　that　there　exists　suitable　（co，ci，c2）　E　R3．
　　　In　the　case　of　V　＃　O，　pnt　cg　：t．　lf　the　discriminant　D　＝　B2　一　4AC　of　the
quadratic　equation　（7）　of　t　variable　is　negative，　then　an．y　root　is　net　real　number．
　　　Here，　the　discriminant　D　is　as　follews：
　　　D　＝L　54a45，i　一27（3　a4，2　＋　a4，4　＋5）a4‘，i　＋36（a42，2　一．4　a4，2　一　28）a43，1　＋　4（一　at3，2　＋
　　　90a，2，2　＋　（36a4，4　＋　744）a4，i　＋　144d4，4　＋　！048）a42．，i．　＋32（一5Aa43，2　一　68a42．12　＋
　　　（一12a4，4　一一　200）u4，2　一　40a4，4　一　168）a4，i　＋　16（d4‘，2　＋　28a43，2　’＋　（一8a4，4　＋
　　　136）a42，2　＋　（16a4，4　＋　240）a4，2　＋　16a42，4　＋　48a4，4　＋　144）．
’Therefore，　for　a4，i　＜＜　一一1　this　discriminant　is　negative　and　c2　E　C　N　R．　Hence　we
conclude　that　for　suitable　（a4，i，　a4，2，　a4，4）　E　R3，　we　can　not　find　a　real　polynomial
corresponding　to　this　coordinate．　Precise　arguments　are　written　in　［NF97a］．
　　　Under　the　conjugacy　of　the　action　ut（R），　it　caii　be　assumed　any　map　in
Poly4（R）　is　in　the　suitable　branch　of　the　real　part　of　Pi（4）．　Note　that　this
correspondence　makes　bijective　map．　Hence　M4（R）　or　su｛Pi（4）｝　：　R3．
　　　From　now　on，　te　carry　out　tepological　partition，　we　use　the　real　part　of　CPi（4），
denoted　by　eePi（4），　and　the　real　（co，ei，　c2）一space．
4．2　Topological　Partition
At　first，　we　will　divide　real　（co，ci，　e2）一space　into　two　parts；　the　maps　with　three
real　critical　peints　and　the　maps　with　one　rea｝　critical　point　and　a　pair　of　complex
conj　ugate　critical　point．
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　　　Let　p（x）　be　a　monic　and　centered　polynoinial　of　degree　4　with　real　（；oefflicient＄，
i．e．，　p（x）　＝　x4　十　c2x2　十　cix　十　co．　The　discriminant　of　the　’equation　p’（．7）　＝
4x’3　＋2c2x＋　co　＝　O　is　given　by　D　：一（c＞3　＋　liI／c？）．　Hence，　a　map　p（x）　have
a　pair　of　complex　conjugate　critical　points　if　and　only　if　p（fv）　in　tl）e　reg’ion
｛（c・，ci，c2）；c塁＋器。呈＞0｝・
　　　Next，　we　give　a　topological　partition　on　this　space．　For　map　p　G　5R7）i（4），　if
the　real　filled－in　Julia　set　of　p　is　a　single　point　then　it　is　said　that　p　in　the　class
フZo．　Let　J’be　the　smallest　closed　interval　which　contains　the　real　filled－in　Julia
set　of　p．　For　p¢Ro，　it　is　said七hat　p　belongs　to　the　classフZn　if　the　graph　cf　p
intersected　with　．J　×　．」　has　’n　distinct’@components　［Mi192］．　In　this　case，　O　S　n　S　4．
　　　The　boundary　curves　which　give　the　above　partitions　are　as　follows：
　　　e　Pe・ri（1）：　｛一16coeS十（4c？一8ci十4）c＞3十128c20c3十（一144coc？十288coci－
　　　　　144co）c2十27c2－108c？十ユ62c室一108cl－256cδ十27＝0｝
?
e
P’repeT（i）1：　一｛一一一256cg　r　256c3cg　＋　（128co－c2i　＋　256eo－ci　＋　4096co）ct4　＋
（一16c2　＝　64c9　一　3776　c？　一一一一　716sci　十　4096eo3　一　4096）cg　十　（一s632c2，　c？　一
11264cgci－28672c3）cg十（2016coc2・十8064coc3i十38912coc？十57344coci一一一
24576c8　十　32768co）c‘2　十　（一216c9　一一一　1296c？　一　17856cS　一　59648c3，　十
（38912cb3　一　49152）c？　十　（77824c30　一　24576）ci　十　98304cg　一　16384）c’23　十
（一27648c3　cf　一　110592co2e？　一　175104　c3c？　一一一　139264c3ci　十　65t536c8　一一一一
81920c3）c3十（7776coc9十46656coc？十96768coc2十73728coc’3十（一73728c‘o一一
147456co）c？十（一147456c‘o－147456co）ci一一一一131072c‘o）c2－729c￥一5832cr一一一
27216c9　一　76032c？　十　（13824cb3　一　14sl」r2）c2　十　（s」r296c・03　一一一　160rsss）c3　十
（，一一一73728cb3　一　110592）c？　一　163840cg　ci　一　65536cg　：　O｝
Preper（2）1　：　the　degree　of　this’defining　equation　is　33　with　respect　to　co，
44　with　respect　to　ei，　and　47　with　respect　to　c2．
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Both　ways　pitch－fork　bifurcation　diagrams　of
　　　　　families　of　one－dimensional　maps
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X　lntroduction
パラメターの変化で非線形関数族の力学系の複雑さを測ろうとするときに、その変化
に伴う周期軌道の生成と消滅は最も基本的な分岐過程であって、この系の複雑度を示
している。特に吸引的周期軌道の変化の様子はしばしば一方方向の、または両方向の
熊手分岐図として描かれる。
　特に，メイによる個体生物学で有名な例であるロジスチック関数族｛ム（x）＝＝　Ax（1－
cu）；λ∈［1，4］｝は最も簡単な非線形写像でありながら、大変複雑な力学系である。す
なわち周期倍分岐カスケイドがカオスにいたる一般的なルートの一つであることを認
識させた例であり、物理学、化学、生物学に於いて実区間離散力学系はカオス的挙動
を持つモデルとし重要であることは知られている。
　　しかし、一般には周期軌道の分岐はロジスチック関数族の力学が示す分岐よりはは
るかに複雑である。すなわちパラメターλが単調に増加するとき、ロジスチヅク関数
族は、周期軌道が生成されることがあっても、決して消滅はしないという単調性を有
するが、非線形力学系の多くはこの性質を持たない。さらにあるパラメターの近傍で
は周期軌道の生成と消滅が無限回おこりることさえある。
　ここでは、こうした1パラ野晒ー非線形関数族の非単調な分岐現象を論じる。
　はじめに分岐に関する幾つかの定義をする：
1パラメター非線形関数族を｛ム｝Aとする。パラメターAが単調に変化するとき、分岐
値λ。がorbit　creati＝ngと呼ばれるのは、λoで新たに周期点が生じ、存在していた周期
点は消滅しないときで、orbit　an：nihilatingと呼ばれるのは、λoで存在していた周期点
は消滅し、新たに周期点が生じないときとする。さらにneutralとは周期点の誕生も消
滅も起こらないときとする。族｛ム｝Aがmonotone　increasing（resp．　decreasing）
であるとは、すべての分岐値がneutra1かorbit　creating（resp．　annihilating）のとき
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で、non－monotoneであるとはorbit　creatingとorbit　annihilatingな分岐値を持つ
ときとする。
　　パラメターλが単調に変化するとき、分岐値λOがanti－me：notoneと呼ばれるの
は、λoの任意の近傍に無限個のorbit　creatingとQrbit　annihilatingが存在するときで、
族がこのようなanti・一mOnOtOne分岐値を一つでももてば、この族をanti－mOnotone
と呼ぶ。
　　anti－monotonicityパラメター値については、　dissipative　Planar　diffeomorphisms
の1パラメター系において研究がなされている。その系ではhomclinic点およびhete－
reclinic点の挙動が本質的である。すなわちNewhause＆Robinson（［New79］，［Rob83D
によってある種の非退化性の仮定のもとに、任意のhomoclinic－tangencyパラメター値
の任意の近傍にはhomoclinic－tangencyパラメター値からなるdenseな集合を部分集合
としてもつパラメター値の区間が存在する事が示されている。この区間をNewhause
interva1と呼ぶ。続いて、　Kan，Kocak，　and　York（［KKY92Dによってhomoclinic－
tangenCyパラメター値の近傍ではanti－mOnOtOne分岐が生じているという次の定理が
得られた：
Antimonotonicity　Theorem
ln　a，ny　tn吻hbothood　o！αnOndegeneratε，ん。？rbOclinic－tange’nCy　parameter　Vαlue　O！α
’one－para，meter　fa，mily　of　dissipative　C3　diffeomorphisms　of　the　plane，　there　must　be
both　infinitely　7nany　orbit－creation　and　infinitely　many　oTbit－annihilation　parameter
values．
　　この族の分岐図は反対向きのの熊手分岐図となる。具体的な例としてはヘノン写像
族か知られている。
　　　　　　　　　　　　　　HA　（　Xy’　）　，．，　（A一一　ar2＋byt　）
　　！次元写像族｛ム｝に対してのanti－monotone分岐に関してはJonassenn（［Jona93D
の方法がある：β一1iftという2次元写像
駅の一（ム（ω轡・＜151＜1
を作る。このとき｛ム｝のnon－degenerate　homoclinic　orbitは丁度β一1ift　Fp，λのtransver－
sal　homoclinic　P　ointに対応している。β一Iiftはtransversal　homoclinic　pointを含む
chaotic　inveriant　setを持つ。
　十分に小さなβ＝βoを固定して
蝋1）一（ム（x）xl　’（30り
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とすると｛Fp。，λ｝はnon－degenerate，　homeclinic－tangency　parameterを有する。従っ’
て、Antimonotonicity　Theoremによって、この族はanti－monotoneである。またanti－
monotoneを保証するNewh。use　interva1が存在する。β→0とするとき、この区間の幅
が0にならなければ｛ム｝はanti－monotoneである。しかしこの極限操作でN6whouse
interva1がいつ生き残るかについての｛ム｝に対する条件は「求まっていない。
　Milnor　and　Thurston，Doudy　and　Hubbard（［MT88】，［DH851）はTeichmtiller空間
の理論を使って、ロジスチック関数族｛A　（．rv）＝肋（1一④；λ∈［1，4］｝はmonotone
increasingであることを示した（図1を参照）。しかしロジスチック関数族の分岐の単
調性は，1パラメター非線形関数族の中ではむしろ特異であって｝多くの非線形関数
族は非単調な分岐過程をもつ。ここでパラメターの入れ方がロジスチック関数族のよ
うにある特定の関数！を固定して｛mf（x）｝mERと限ったものに対してはどうかという
問題が生じてくる。すなわち、固定される関数に対してどのような制限があれば分岐
の単調性が保証されるか？である。この問題に関して多くの研究が為されている。現
在fに対しては高峰でありシュワルツ微分が負である条件の基で、単調な分岐をを持
つ1パラメター関数族｛mf（．T）｝mの特徴付けが研究されている。分岐の単調性はまた
この族の位相的エントロピーの単調性をも示している。
???，?
＼メ・縷
　　t
Figure　1：　One－wa・y　pitchfork　in　the　lo－
gi　stic　family．　｛A．x’（1　一　x）｝，（1　：s｛　m　ff｛　4）．
F gur 9．：　Both－ways　pitchforks　in
quadra．tic　rattional　maps．　｛m（g一　＋Ti｝．p．2）｝・
　ここでは2次有理関数！（t］c）に対しての1パラメター関数族｛mf（x）｝．，nの分岐現象
に付いて述べる。すなわち！の選び方によって様々な分岐が生ずる（［FN95D（図2を
参照）。この分岐の多様性を説明するためにとる我々の基本的な方法は実2次有理関
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数族のモヂュライ空間でこの関数族｛mf（x）｝mが定義する代数曲線7ノ（定理1）の性
質を調べることに帰着させる。具体的には、モヂュライ空間に適当な座標をいれ、関
数の力学的挙動によってこの空間を分割し、双曲成分の配置と分岐現象を引き起こす
特定の代数曲線群を定義し、つぎに曲線7／がどの双曲成分を通過するか、またどの特
定の代数曲線群と交差するかを調べることである。
　特にanti－monotone分岐についてはβ一1iftをつかわずに代数曲線の方法で例のみ
を示す。
　Section　2で、複素2次有理関数族のモヂュライ空間、双曲成分の配置、分岐現象
を引き起こす特定の代数曲線群の定義などをJ．MILNOR（［Mi192Dから引用し、さら
に実2次有理関数族のモヂユライ空間中に目的に会わせた領域と直線族を用意する。
　Section　3で分岐問題に対する議論を具体的な関数族｛m（r　＋　rflti；i2）｝m（r　fixed）
に対して展開する。これはH．E．　Nusse　and　J．　A．　Yorkeの論文（p．329　in［NY88Dの
次の部分に触発されたためである。
“　lf　it　is　zvritten　in　our　form，　i．　e．，　m［bo＋aoab．2］，　by　fZxing　the　ratio　of　a　and
δ，it　apparently　does　nOt　exhib吻eriod一んαんing　bifurcation　as　the　pαrαmεter
mis　increa5ed。フフ
　　この記述にはかなりの曖昧さがある。すなわち比の取り方によって、この関数族は
様々な分岐過程を生じる。たとえば比が0・58の1パラ六一ー関数族｛7η（0・58＋壽）｝
では非単調な分岐過程、さらに詳しくはバブリング、を持つ（例1）。さらに定理2と
して
”もしr≧￥であれば・rを固定したときこの関数族｛m（r＋壽）｝は　どのような
分岐も起こさない、すなわち，この関数族はパラメターmがどのように変化しても常
に唯一つの吸引的不動点をもち、他のいかなる周期点も持たない。さらにこの値響
は次の意味で最良のものである：T＜箏であれば関数族｛m（T＋☆）｝は必ず周期
倍分岐を引き起こす”
ことを示す・さらにr＝Oのときの関数族｛？n（爵・）｝は・複素有理関数族ζみなすこ
とによって、非自明な自己同型群を持つ関数の共役類からなるモヂュライ空間の特異
集合（Symmnetry　Locus）のnormal　formを与えてて、対応する代i数曲線がこの特異集
合の定義方程式である。
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2 2次有理関数族
2．1　複素2次有理関数族のモヂュライ空間
◎をRiemann　sphereとする。Rat2（C）を◎から◎への2次有理関数族とする。群
PSL2（C）が空間Rat2（C）上に次のように作用する：
　　　　　　gofog－iERat2（C）　for　gGPSL2（C），　fERat2（C）・
2つの関数fi，f2∈Rat2（C）がholomorphically　co：njugateであるとはg・！1・g→＝
f2となる9∈PS：L2（C）があるときとする。これをfi～f2と書く。この作用による
Rat2（C）の商空間をM2（C）とし、2次有理関数！の正則共役類〈！〉のmoduli　space
とする。！∈Rat2（C）の不動点をz1，z2，z3とし、その固有値をμ乞＝！’（Zi）とする。
またσ1・＝μ1＋μ2＋μ3，σ2＝μ1μ2＋μ2μ3＋μ3μ1，σ3＝・μ1μ2μ3．とする。このとき
σ3＝σ一2と言う関係が得られ、Milnor（：Lemma　3．1　in［Mi192］）によってM2（C）に
座標（σ1σ2）が入り、M2（C）とC2は同一視される。またM2（C）の自然なコンパク
ト化として射影空間CP2を考える。無限遠でのideal　pointは2次有理関数の極限関
数で、1次分数関数または定数に退化したものが対応しているとみなすことが出来る。
　！の自己同型群Aut（ノ）⊂PS：L2（C）とは9。！・9－1＝！をみたす9∈PSL2（C）の
集合とする。有限群である。！∈〈！〉であるような！に対してAut（！）とAut（！）とは
同型であることに注意すれば、自明でない自己同型群をもつ共役類〈！〉が意味を持ち、
従ってその全体を　bf　symmetry　locusと呼び、5（⊂M2（C））と書く。
　各μ∈Gにたいして、Pern（μ）⊂M2（C）とは固有値がμである周期nの周期点
をもつ関数！の共役類〈！〉の全体とする。すなわち
　　　　　　　Pern（μ）＝｛〈！〉∈ノVt　2（C）；fn（z）＝，2，（！’n）1（z）＝μ｝．
特に周期1又は2のときPeri（μ），Per2（μ）は直線束である（Lemma　3，4　and　Lemma　3．6
in　［INIIi192］）：
　　　　　Peri（μ）　＝　｛〈！〉∈ノVt2（C）；σ2＝・（μ十μ一1）σ1一（μ2十2μ一1）｝
　　　　　Per2（，C．tL）　＝　｛〈f＞EM2（C）；a2＝：一一2ai十pa｝，
　Symrhetry　10CUs　5は既約3次代数曲線である。その定義方程式は以下で与えられ
る（［FN98D：
　　　　S（ai，a2）＝2a13十a2’a2－a？一一4a22－8aia2十12ai十19“a2－36＝O．　（1）
　有理関数が双曲的であるとは各critica1　orbitがある吸引周期軌道に収束すること
である。双曲的な2次有理関数はモヂュテイ空間で開集合であって、その連結成分は
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双曲的成分と呼ばれる。M．　Rees（［Ree90Dによれば双小的成分は4クラスに分けら
れる：
Type　B：　Bitransitive．　Each　of　the　．two　critieal　peints　belongs　to　the　immediate
　　basin　of　some　attracting　periedic　point，　where　these　two　periodic　points　are
　　distinct　but　belong　to　the　some　orbit．　Evidently　the　period　must　be　two　or
　　more．
Type　C：　Capture．　Only　one　critical　point　belongs　to　the　immediate　basin　on　a　pe－
　　riodic　point，　but　the　orbit　of　the　other　critical　point　eventually　falls　into　this
　　immediate　basin．　Again　the　period　must　be　two　er　more．
Type　D：　Disjoint　attractors．　The　two　critical　points　belong　to　the　attracting　basins
　　for　two　disjoint　attracting　periodic　orbits．
Type　E：　Escape．　Both　critical　orbits　converge　to　the　same　attracting　fixed　point．
Type　E（Escape）双曲的成分はただ1つ存在することが知られている。
2。2　実モヂュライ空間
実係数2次有理関数族Rat2（R）に対して3個の固定点と対応する固有値は全てが実
数か、1個が実で残りの2個は互いに複素共役である。従ってσi　（1≦i≦3）はやは
り実数が対応する・」・Milnorに従？てRat2（R）の実モヂュライ空間M2（R）を単に実
（σ1，σ2）一平面と定義する。M2（R）には次のような”特異点”が存在することに注意
しておく：いまSR　＝5∩M2（R），とし・＜＞Rで・Rat　2（R）の関数のPS：L　2（R）
での実共役類を表せば（Rat2（R）／PSL2（R））＼｛＠＋i）＞R・〈α（ω一圭＞R｝。∈R・は
R2＼SR，と同型であり・一方｛＠土圭）＞R｝a∈R・とSRのあいだに1ま2：1の対
応がある。
　以後M2（R）をR2と同一視する。
　次に［Mi192］から、　M2（R）での双曲的成分BラC，　D，　Eの配置を引用し、これら
の事実に双曲成分（escape　locus）についての考察を加え、分岐に付いての議論のため
に幾つかの領域を用意する。
22．1　双曲的成分（Type　D）の実部
　相異なる2個の吸引固定点を持つ関数の共役類からなる双曲的成分（Type　D）D！，1
の実部は
　　　　　　　　　Dl，1＝｛（σ1，σ2）；一一　2　a1十1くσ2＜2σ1－3｝．
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また双曲的成分（Type　D）D1，2の実部は
　　　　　　Di，2＝｛（σ1，σ2）；一2σ1－1＜σ2＜一2σ1十1，σ2く2σ1－3｝．
その他のdisjoint成分の実部は半平面｛σ1＜一6｝に存在する（P．420f［Mi192D。
2．2．2　双曲的成分（Type　E）の並倉
　M2（C）では双三二成分（Type　E）は連結であるが、その実部は2つの部分に分かれ
る：その上部をE1、下部をE2とする。Eiに属する関数は吸引固定点以外にはどんな
実周期点をも持ち得ないことが知られている（Caption　of　Figure　16　in［Mi192D。この
事実は後の我々の議論での最：も重要なことである。
　双曲的成分（Type　E）の実部．E；　＝　E1　U　E！l）U　E！2）の境界は次の曲線で与えられる
（
2．2．3　双曲的成分（Type　B）の実部
　Per2－bendとして次の領域を定義する
｛（ai，a2）；　一2ai　一1〈　a2　〈　一2ai　十1，　ai　〉　一6，　a2　〉　2ai　一一　3｝．
　Per2－bendに属する関数はtype　Bまたはtype　Cである。従って2つのcritical
orbitsは終局的に同じものである。
2．2．4　3本の分岐実直線
　7z＝1，2に対してPern（μ）は直線であり、さらにμ＝1のときにはPer2（1）＝
Perl（一1）である。後の議論のために次の3本の実直線を分岐実直線と呼ぶ：
　　　　　　　　　　　　　Peri（1）　：　a2　：20i　一一一3　（2）
　　　　　　　　　　　　　Peri（一1）　：　a2　：一2ai十1　（3）
　　　　　　　　　　　　　Per2（一1）　：　a2＝一2ai－1　（4）
　分岐実直線は双曲成分E1，　D1，1，D1，2及びPer2－bendの境界である。
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3　非単調な分岐過程をもつ2次有理関数族
ここではM．Bier　and　T・C・Boumtis［B　B84］によって与えられ、　H．　E．　Nμsse　and
J．A．　Ybrke（［NY88Dによって書き改められた次の2パラメターi数2次有理関数族の
分岐について述べる：
　　　　　　　　　　　（fm，r（X）　＝M　（T　＋　T　1！tF；2））（m，T）GR2’
　ここでm＝Oの場合にfo，。（勾は、コンパクト化されたモヂュライ空間の中での有
理関数の極限としての定数関数として意味を持つことに注意する。またfm，，と飯一r
とは共役であることから、以下では0≦rの場合のみ考えれば良い。
　Schwarzian　derivative：Sf　・・　f”ノ（c）／！ノ（c）一一一　g（！”（ω）／！’（x））2の符号は局所的な分
岐のタイプを決めることが知られている。fm，rのSch幅rzian　derivativeは常に負なの
で、こめ族にはregular　period－doublingまたはregular　period－halving　bifurcationsし
か生じない。
定理1　（see　tFN987）　パラメターrを固定して得られる1パラ二三ー関数族｛fM，。（x）｝m
は・モヂュライ空間M2（R）で・既約代数曲線胃。上の全ての点と一致する。r（≠垂；　O）
に対しては次の方程式が対応する既約4次代数曲線冗rの定義方程式である：
　　Hr（σ1，σ2）　＝　　一　r　2　af十（8r2－2）σぞ十（（8γ2－1）σ2－128r4十8γ・2十1）（ア呈
　　　　　　　　　十（（一32r2　十　8）a2　十　512r4　一　96r2　一一　12＞ai　十　（一一！6r2　十　4）a22
　　　　　　　　　十（512r4　一　96r2　一　19．．）a2　一　4096r6　十　1536r‘　一　144r2　十　；36　＝　O．　（5）
r＝告のときには3次代数曲線払／2：
　　　　　　　Hl．　（ai，　a2）　＝　一a？　一　2a？　十　（4a2　一　24）　ai　十　8a2　一　64　＝　O．
　　　　　　　　2
r＝0のときには7to：
　　　　Ho（oi，a2）　＝　2a13　十　ai2a2　一　a？　一　4a22　一　8ai　a2　十　12ai　十　12a2　一　：36　＝　O．
がそれぞれ対応する。
（6）
（7）
r＝0のときについて　このとき曲線冗。は、
　　　　　　fm・・＠）一（1十　x2）一m（毒）一h（　圭，
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に注意すればJ．Milnor（．［Mi192］）による次の結果とリンクする：symmetry　locas　80
関数は次のようなパラメター表示を持つ
　　　　　　　　　　　s　：｛〈k　（z　＋　1｝）〉；k　E　c×｛o｝｝，
我々のモデルの変数丁，m，σ1，σ2をRからCに拡張すれば5＝｛〈fm，o＞；m∈C＼｛0｝｝．
従って次の結果を得る。
系1　〔see　IFN987♪　曲k・X　7t，はM2（C）でSymmetry　］ocus　Sと一致する。
　以下ではrを固定したときの関数族｛fm，，｝mの分岐ダイヤグラムを調べる：パラメ
ターmが単調に変化するとき代数曲線’71。（σ1，σ2）＝Oがモヂュライ空間のどの部分
を通過するかを調べることで、関数族
｛隔（aじ）一（r＋1穀2）｝圃∈R2
の分岐を決定する。
例1　（see［FN98］）r＝e．58とする。｛　f，n，o．58｝はperiod－doublingとperiod一　一halving’
bifurcationsをともにもつ。図3に3分岐直線とともに代数曲線Ho．58＝0を、また図
4に対応する関数族の非単調分岐ダイヤグラムを示した。この分岐はさらに詳しく言え
ばいわゆるprimary　bubbling　bifurcation（［BB84］）である・
定理2　（see　IFiV987）　rを範囲￥≦rにとり固定すれば、｛漏3には如何なる分
岐も生じない。さらにこの値超は次の意味で最良のものである：γ＜超であれば
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
関数族｛m（r＋、義・）｝は必ず周期倍分岐を引き起こす・
例2　最後にanti－monotone分岐を生じている族r＝0。54の場合の代数曲線（図
5）と、対応する関数族の分岐ダイヤグラム（図6）を示しておく。
1　35
菰10””ぶ“”（硫”01
????．?．??????????。?，?????????
????????．?．?? ? ??
oo　μ輔oooo”餌“∴”
1
Figure　：3：　The　curve　Ho，ss　：　O　together
with　the　bifurca，tion　lines．　一一8　〈　ai　〈　8，
一一@10くσつく20．
Figtn’e　4：　Periocl一一bubbling　bifurca・tion
diagr（a　m　coyresponding　to　Ho．ss．　一一10　S
m〈　1，　一2　〈　．ft・　〈　O，2．
　　ww：　．L）　一一　一＝　．．V　nt
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Figure　5：　The　curve　Ho．s4　＝　O　toget・her
Kv・ith　the　bifurca．tion　lines．　一8　〈　ai　〈　8，
一loN　〈　ar＞　〈　25．
Figure　6：　Bifurca，ti6n　diagra．m　corre－
sponding to　1．llo．s，i．　一一10　一く　fu　一く　10．
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非単調な分岐過程をもつ1径数1次元関数族
西沢　清子　　城西大学　理学部
350－0295坂戸市けやき台1一・一1
　　吻oko＠鵬α殉05α2．αC4P
1　lntroduction
パラメターの変化で非線形関数族の力学系の複雑さを測ろうとするときに、その変化に
伴う周期軌道の生成と消滅は最も基本的な分岐過程であって、この系の複雑度を示してい
る。特に吸引的周期軌道の変化の様子はしばしば一方方向の、または両方向の熊手分岐図
として描かれる。
　　ロジスチック関数族｛ム（x）＝　Ax（1－x）；λ∈［1，4】｝は最も簡単な非線形写像であり
ながら、その力学的挙動は複雑である。すなわち周期倍分岐カスケイドがカオスにいたる
一般的なルートの一つであることを認識させた例である。しかし、この族の分岐はパラメ
ターλ∈Rが単調に増加するとき、周期軌道が生成されることがあっても、決して消滅
はしないという単調性を有する。一般の非線形関数族では、周期軌道の分岐はロジスチッ
ク関数族の力学が示す分岐よりははるかに複雑で、この単調性という性質を持たない。さ
らにあるパラメターの近傍では周期軌道の生成と消滅が無限回生じることさえある。
　ここでは、こうした1径数非線形関数族の非単調な分岐現象を論じる。
　はじめに分岐に関する幾つかの定義をする。1径数非線形関数族を｛ム｝Aとする。パ
ラメターλが単調に変化するとき、分岐値λoがorbit　creatingと呼ばれるのは、λo
で新たに周期点が生じ、存在していた周期点は消滅しないときで、orbit　annihilating
と呼ばれるのは、λoで存在していた周期点は消滅し、新たに周期点が生じないときと
する。さらにneutr母とは周期点の誕生も消滅も起こらないときとする。族｛A｝Aが
monotone　increasing（resp．　decreasing）であるとは、すべての分岐値がneutra1か
orbit　creating（resp．　annihilating）のときで、　non－monotoneであるとはorbit　creating
とorbit　annihilatingな分岐値を同時に持つときとする。族｛fA｝Aがnonmonotoneのと
きにはさらに細かくその分岐が区別されている。すなわち、first－bubble，　second－bubble
と呼ばれる安定な状態から、次に述べるantimonot◎neと呼ばれる複雑な分岐現象までさ
まざまな段階が生じている。
88
　パラメターλが単調に変化するとき、分岐値λOがanti。monotoneと呼ばれるのは、
λoの任意の近傍1に無限個の分岐値でorbit　creatingとorbit　annihilatingであるもの
が存在するときで、族がこのようなanti－monotone分岐値を一つでももてば、この族を
anti－monoto：neと呼ぶ。　antimonotoneな族に対する議論を3節で行う。
　Milnor　and　Thurston（［MT88］，［DH85DはTeichmifller空間の理論を使って、ロジス
チック関数族｛ム（gc）＝λ」じ（1－x）；λ∈［1，41｝はmonotone　increasingであることを示し
た。また区分的線形関数のテント写像族取コじ）＝雄一12ω一1Dに対しても単調性が示さ
れている。
　しかしロジスチック関数族やテント写像族の分岐の単調性は，1径数非線形関数族の
中ではむしろ特異であって、この二つの関数族に十分近い族でも単調性を持つかどうかは
解っていない。多くの非線形関数族は非単調な分岐過程をもつ。
　従ってパラメターの入れ方がロジスチック関数族のようにある特定の関数！を固定し
て｛mf（x）｝m，　m∈Rと限ったものに対してはどうかという問題が生じてくる。すなわ
ち、固定される関数に対してどのような制限があれば分岐の単調性が保証されるか？であ
る。この問題に関して多くの研究が為されている。現在！に対しては単峰でありシュワル
ツ微分が負である条件の基で、単調な分岐を持つ1パラ門門ー関数族｛mf（x）｝mの特徴
付けが研究されている。分岐の単調性はまたこの族の位相的エントロピーの単調性をも示
している。このタイプの族に対する分岐については2節で論ずる。
2　非単調な分岐過程をもつ2次有理関数族
我々は論文［F　N96］，［Nis96］で、この分岐の単調性問題に対する議論を具体的な関数族
｛m（r＋☆）｝m（r，丘xed）に対して展開した。これはH．　E．　Nusse　and　J．　A．　Yorkeの論
文（p．329　in［NY88Dの次の部分に触発されたためであった。
‘‘ ｾ励醐ε痂・蛎・rm，乞・eりγη［6・＋α・壽Lδ瞬吻オんe　rati・・fα　and
δ，it　aPPαrently　does　not　ex励吻eriod一んαlving　bifurcαtion　as　tんe　Pαrαmeter　m
is　increased．　”
この記述にはかなりの曖昧さがある。すなわち比の取り方によって、この関数族は様々な
分岐過程を生じう・たとえば比が0・58のとき関数族｛m（0・58＋壽）｝は非単調な分岐過
程、詳しくはfirst　bubbleを持つ。
　関数族の分岐の多様性を説明するためにとる我々の基本的な方法（［FN96］，［FN97］，［Nis96D
は実2次有理関数族のモヂュライ空間でこの関数族｛mf（x）｝mが定義する代数曲＊，R　7fの
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性質を調べることに帰着させる。具体的には、モヂュライ空間に適当な座標（σ1，σ2）をい
れ、関i数の力学的挙動によってこの空間を分割し、双曲成分の配置と分岐現象を引き起こ
す特定の代数曲線群を定義し、つぎに曲線ツ！がどの双曲成分を通過するか、またどの特
定の代数曲線群と交差するかを調べることである。
定理1　パラメターrを固定して得られる！パラ一台ー関数族｛fm，。（x）｝mは・モヂュ
ライ空間M2（R）で・既約代数曲線％上の全ての点と一致する。　r（≠雪，o）に対しては
次の方程式が対応する既約4次代数曲線％rの定義方程式である：
　　Hr（ai，02）　＝　一r2a｝十（8r2一一2）ai3十（（8r2－1）a2－128r4十8r2十1）a？
　　　　　　　　　十（（一32r2　十　8）a2　十　512r‘　一　96r2　一　12）ai　十　（一16r2　十　4）a22
　　　　　　　　　十（512r‘一・96r2－12）a2－4096r6十1536r‘一144r2十36　＝O．　（1）
r＝桙ﾌときには3次代数曲線7t1／2：
　　　　　　　Hk（ai，a2）　＝　一ai3　一一　2a？　十　（4a2　一　24）ai一十　8a2　一　64　＝　O．
　　　　　　　　2
T＝Oのときには7to：
　　　　Ho（ai，　a2）　＝　20？　十　a？a2　一　a？　一　4a22　一一　8ai　a2　十　12ai　十　12a2　一　36　＝　O．
がそれぞれ対応する。
　ここでr　＝Oのときの曲線％oは、
　　　　　　　　fm，o（x）　＝　m　（ir－tEs2）　＝　m　（zE；　llr一；t）　N　£t　（x　＋　i），
に注意すればJ．Milnor（［Mi192Dによる次の結果とリンクする：
部分5の関数は次のようなパラメター表示を持つ
　　　　　　　　　　　S　：｛〈k　（z＋　ll）＞1　kGCX｛O｝｝．
）
2
（
（3）
モヂュライ空間の特異
我々のモデルの変数7，m，σ1，σ2をRからCに拡張すれば5＝｛〈fm，o＞；m∈（C＼｛0｝｝で
あって、曲線冠。はM2（C）でsymmetry　locus　8と一致する。
　パラ皆皆ーmが単調に変化するとき代数曲線H，（σ1，σ2）＝0がモヂュライ空間のど
の部分を通過するかを調べることで、rを固定したときの関数族
　　　　　　　　　　　｛fm，・（x）：m（r＋1翻（m，r）∈R2
のおおまかな分岐が決まる。すなわち、
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定理2　rを範囲響≦rにとり固定すれば、｛fm，r｝には如何なる分岐も生じない。さ
らにこの値箏は次の意味で最良のものである：r＜響であれば関数族｛m（r　＋　T＃．？2）｝
は必ず周期倍分岐を引き起こす。
3　Antimonotoni¢ity
S．Dawson，　C．　Grebogi，　J．　Yerke，1．　Kan　and　H，　Kogak達は論文［DGYKK92］で、1係
数の1次元及び2次元関数族がantimonotoneであるための十分条件を与えてる：
　　　our　main　findings　are
　　　（Aノノ15m・・th・ne－dimensi・nα1　mαPゆθη伽9・n　onepαrameter　hαSαn　an一
　　　伽onotone　parαmeter　Vαlue　whenever　at　1εαst　tWO　independent　criticα1　points
　　　are　contained　in　the　interior　of　a　chaotic　attractor．
　　　（B？　A　smooth　invertible　dissipative　two－dimensional　map　depending　on　one
　　parameteT　has　an　antimonotone　paTameteT　value　at　angy　nondegenerate　homo－
　　　clinic　tangency　value．
　　　17Ye　now　pTesent　a　heuristic　argument　and　numerical　evidenee　to　suppoTt　（A？．
2次元関数族に対する条件（B）が正しいことは証明されているが、1次元関数族に対する
条件（A）に対しては次の3次多項式族を引用して正しいであろうと述べている：
　　　　　　　　　　　　　　A（x）　一一ww　一x3　十　1．2675x　一　A．
この記述（A）に対して，（A）の条件を満た，しながらantimonotone　parameter　valueを持た
ない！係数3次多項式族が存在する。
　　2節の場合と同様に、3次多項式族のモヂュライ空間に適当な座標（の，σ3）をいれ、関
数の力学的挙動によってこの空間を分割し、双曲成分の配置と分岐現象を引き起こす特定
の代数曲線群を定義し、つぎに曲線がどの双曲成分を通過するか、またどの特定の代数曲
線群と交差するかを調べることである。
　（A）の条件を満たしながら単調である1径数3次多項式族の例は次式である。
　　　　　　　　　　　ん、（の＝一x3　一　2Ax＋v画，
　　　　　　　　　　　　　　　　ai　一6　　　　　　　　　　　　　A　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　9　’
　　　　　　　　　　　　　　　　a3　十　1／27（ai　一　6）（2a2　一　3）2
　　　　　　　　　　　　　B　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　27　’
　　　　　　　　　　　　　　　　8ui2　一　96ai　十　3a3　十　288　＝　O．
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　この3次多項式族は、3次多項式族のモヂュライ空間内でBC1と呼ばれる中心曲線
（［NN93］）である。すなわち相異なる2個の特異点に関して、一方が他に写されるような
3次多項式の集合である。
　Milnor（［Mi190Dによる双申成分の分類によれば、　BC1はB一タイプの双碑成分の1つ
の中心を通る既約代数曲線であり、Kneading　sequence，　topological　entropyの単調性が示
されている。したがってその分岐図は1方向の熊手分岐図を示す。一方antimonotoneの
3次多項式族の分岐図は向き合った熊手分岐図を示し、かつカオス帯でぶつかっている。
　曲線BC1に沿っての｛fa、（x）｝σ、の分岐図と，λ∈［0．51．1］での｛ム（x）｝λの分岐図を示
す。防衛大の藤村雅代氏によるものである。
Bifurcation　diagratn　of　cub；c　fa｛fiily　（BCI）：　・一2　〈　x　〈　2，　O　〈　a　〈　2
　　ノ
、…
D灘1二三1二三櫨　　一tt！”
Bifurcation　diagrain◎f　cub｛c　family；一L5＜x＜1・7，0・5くbくし1
　　2次元の場合には，関数族がdissipative　planar　diffeomorphismsのときにはhomoclinic－
tangency　parameterの存在からantimonotonicityが示されている（［KKY92Dのと対照的
に、antimonotoneな1次元関数族の解析はほとんど手が付けられていない。β一1iftという
1次元関数族｛ムω｝λから2次元関数族｛FB，λてx，　y）｝x3，Aを作り：
砺λ（の一（ム（艦＋βり，・＜1β1＜1
，これにAntimonotonicity　Theoremを適用する方法も取られているが（［Jona93D、この
ときNewhouse－interva1が、βを0にちかずけた時に生き残るかの判定が難しい。ロジス
チック関数族に対するヘノン写像族のようにNewhouse－interva1が消滅する場合がある。
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Two　Yorkeラs　conj　ec七ures　on　chao七ic　bifu．rca七ions
Kiyoko　NISHIZAWA
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　　　　　　　　θ一mail：kiyoko＠mαtん．ゴ05α乞・αC・ゴP
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract
　　We　discuss　problems　of　non－monbtone　bifurcations　for　two　cases　of　one－parameter　farpi－
lies：’狽Ual　quadr’atic　rational　maps　and　real　cubic　polynemials．　We　pres．ent　count．eg　exam？les
by　compuLer　experiments　to　the　monotonicity　coRjecture　and　the　antimonotoRicity　conjec－
ture．
1 Introduction
System　of　iterated　maps，　viewed　as　real　dynamical　systems　is　considered　as　q－n．｝’mportannt　peoqgl
foV秩@the　chaotic　behavi6r　in　certain　parameterized　systems．　Creation　and　annihilation　of　periodic
orbits　is　one　of　the　］nost　fundamental　bifurcation　processes，　often　illustrated　by　the　pitchforks
oriented　either　ene－way　or　both－ways．
We　discuss　in　this　pY≠垂?ｒ　some　topics　from　the　bifuycation　problems　fer　a　one　parameteg．reg．1
　　　　　　6’Viq－inyadrmr”a｛iM6Tr‘a’tional　maps　6r　of　cubic　polynomials，　J・　Milnor　and　W：　Tbyrstgp　一（P．1］）family
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；λ∈i［1，4ユ｝，w　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　hich　is　aprovod by tising Teichm“11er theory that the logistic family　｛Ax（1　一．x）
family　of’　simp16　maps　with　extremely　complicated　dynamics，　ha＄　only．　gy－bit－creation．p．a．　ram．e，t．er
value”刀@and　n6　orbit：annihilation　values　as　the　parameter　increases．　Unlike　monetonicity　of　the
logistic　family，　however，　there　exist　many　one－parameter　farpilies　exhibiting　a　non－monotone
erbit－bifurcation　structure，　namely　the　pitchforks　oriented　both－ways．
We　discuss　monotonicitY　conjec£ure　（M）　indicated　in　several　papers，　now　reformulated　by　［18］
as　follows：
　　　　　（M）五・げm（x）一mノ＠）b・α・ne一即m・オ・吻卿・f　aifferentiα1聯3か・m　c1・sed
　　　　　翻撒砺翻・伽・lf・whi・ん・α師・・オん・！・IZ・ω伽9仰獅2・・’（1）fm　i8　c・ncave・n
　　　　　lm，（2）th・8・t・！卿・ai・P・幡・〃・c・n・i’・t・・ノ如・伽ゆ・繭（3）！mんα・α
　　　　　脚伽e8cんωarzian・derivative・且8孟んε卿幅・・鵬繍。・・αsed，伽・ηe一卿幅e「
　　　　　family　is　monotone．
We　consider　a　family　｛mf（x）｝，　where　f（x）　＝　r　＋　：ir9　s＋．　・　The　bifurcatio4　qiagram一　of　hthis　CaMil．y
can　be　monotone，　rionLmToh6fone，　or　antimonoton－e’5ccording　to　the　choice　of　the　function　t，
namely　the　choic6　of　r　（cf．　［6］）．　To　the　monotenicity　conjecture，　we　will　give　a　counter　example
using　the　defining　equa£ion　of　the　lower　escape　locus，　obtained　in　thg　section　2．1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　enounced　in　the　paperNeV?ｔ， we pureseht　an ex＆mple to　the antimenotonicity　conjecture　（A）
（［2］）　with　their　heuristic　argument　and　numerical　evidence：
　　　　　（A）A　sm・・伽ne一伽ensi・nal罪囚e漁9・n・πe即幅e・んα・αn　an伽・n・葡
　　　　　伽・pα・α幅・r・VαIZt・ωん・n・V・r　at　l・α8伽・帽・p・漉伽翻・吻・int・　ar・　C・ntain・d
　　　　　in　the　interior　of　a　chaotic　attractor．
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Hereafter　we　ca皿the　part‘ζat　least　two　independent　critical　pointsαre　contained　in　the　interior　o／
a　chaotic　attractor”，　anti－condition：’（Anti）．　To　construct　a　one－parameter　family　under　（Anti），
having　no　antimonotone　parameter　value，　we　use　an　algebraic　curve，　so－called　center　curve
defined　in　our　papers　（［16］，　［4］），　in　the　moduli　space・of　the　cubic　maps　with　the　multiplier－
coordinates　system．
　　Our　method　of　approach　to　a　bifurcation　problem　is　to　analyze　an　algebraic　curve，　de舳ed
by　one－parameter　family　in　the　moduli　space　associated　of　a　family，　e．g．，　we　examine　“which
hyperbolic　lo　cus　does　the　curve　lie　in？”　or　“which　dynamical　curves　does　the　curve　intersect
with？”
2 Modu1i　space　of　quadratic　rational　maps
Let　C　be　the　Riemann　sphere　and　Rat2（C）　the　space　of　all　quadratic　rational　maps　from
e’　to　itsel£　The　group　PSL2（C）　of　M6bius　transformations　acts　on　the　space　Rat2（C）　by
conjugation，　g　o　f　o　g－wwi　G　Rat2（C）　for　g　e　PSL2（C），　f　e　Rat2（C）．　The　quotient　space　of
Rat2（C）　uRder　this　action　will　be　denoted　by　M　2（C），　and　called　the　moduli　space　ef　holomorphic
conj　ugacy　classes　〈f＞　of　quadratic　rational　maps　f．　The　multipliers　ceordinates　are　introdueed
in　M2（C）．　For　each　f　G　Rat2（C），　let　q，z2，i3　be　the　fixed　points　of　f　and　pai　the　multipliers　of
zi　l腕＝fノ（zi）（1≦i≦3）．　Consider　the　elementary　symmetric　fhnctions　of　the　three　multipliers，
ai　＝　pa　i　十　pa2　十　pa3，　ff2　＝　ta　pa2　十　pa2pa3　十　pa3pa　i，　a3　＝：　ps　pt2pa3，　which　are　subj　ect　only　to　the
restriction　thatσ3＝・σ1－2．　Hence　the　moduli　space／W2（C）is　canonically　iso：morphic　to　C2
（Lemma　3．1　in　［10］）．　Let　Rat2（R）　be　the　set　of　real　quadratic　rational　maps．　We　remark　that
the　real　moduli　spaceル｛2（R）fbr　Rat2（R）is　the　real　cut　of　M2（C）（see［6D．
　　By　an　autemorphism　of　a　quadratic　rational　map　f，　we　will　mean　g　G　PSL2（C）　which　com－
mutes　with　f．　The　collection　Aut（f）　of　all　automorphisms　of　f　forms　a　finite　group．　Since
Aut（f）　is　isomorphic　to　Aut（f）　for　any　f　E　〈f＞，　the　set
5　＝｛〈！＞　Aut（！）is　non－trivial｝⊂ノ㌧イ2（C）
is　defined　and　called　the　symmetry　locus．
　　For　each　pa　E　C，　let　Peri（pa）　be　the　set　of　all　conj　ugacy　classes　〈f＞　of　maps　f　having　a　fixed
point　with　multiplier　pa．　Each　of　Peri（iC．L）　forms　a　straight　line　as　follows：
Peri（’t’‘）　＝：　｛〈f＞　E　M2（C）；　a2　＝　（pa　＋　pt’i）ai　一　（pa2　＋　2pa－i）｝
（Lemmas　3．4　and　3．6　in　［10］）．
Topological　partition
　　For　map　f　E　Rat2（R），　the　two　critical　points　of　f　are　two　real　numbers　or　a　pair　of　complex
conjugate　numbers．　lf　f’　has　a　pair　of　complex　conjugate　critical　points，　this　map　is　two－to－one
covering　map　on　Si　＝：　R　U　｛oe｝．　ln　this　case，　if　f’　〉　e　then　f　is　called　the　map　of　degree　十2，
else　f’　〈　O　then　the　map　ef　degree　一一一2．
While　a　map　f　with　real　critical　points　is　called　monotone　（resp．　unimodal，　bimedal）　if　the
interval　1　＝　int（f（Si））　contains　no　（resp．　one，　two）　critical　points　（［10］）．
2．1　Real　slices　of　hyperbolic　escape　Iocus
A　rational　map　is　hyperbolic　if　and　only　if　the　orbit　of　every　criticai　point　converges　to　some
attracting　periedic　orbit．　The　hyperbelic　maps　form　an　open　subset　of　moduli　space，　and　the
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connected　components　of　this　open　set　are　called　hyperbolic　components．　M．　Rees　（［19］）　shows
that　the　hyperbolic　components　can　be　divided　into　feur　classes，Type　B：　Bitransitive，　Type　C：
Capture，　Type　D：　Disjoint　attractors，　and　Type　E：　Escape．　The　names　are　due　to　J．　Milnor
（［iO］）．
Type　E：　Escape．　Both　critical　orbits　converge　to　the　same　attracting　fixed　point．　There　is
　　　　just　one　such　hyperbolic　component．
　In　the　complex　case　the　escape　locus　is　cennected．　But　the　real　cu£　of　this　component　splits
into　two　parts；　the　upper　part　and　the　lower　part．　The　boundary　curve　of　the　upper　part　is
given　by　Milnor　（Caption　of　Figure　16　in　［10］）．
　　Now，　we　specify　the　lower　boundary．　Proof　is　given　in　［13］　and　［7］．　This　boundary　curve　will
play　a　key　role　in　our　later　discussions　of　section　3．
Theorem　1Escape　lo　ci　on　the　real　moduli　space　is　the　union　of　the　following　sets；
｛a2＞一20i十1，　02＞2ai一一3｝，｛u2〈2ai－3，　ai〈一1｝，
｛u2　〈　＝2tlgjlde＝！9a　＋7．a？　ie，　ai　〉一一　一i｝．
3 Bifurcations
Let｛ム｝A　be　a　one－parameter　family　of　discrete　dynamica1　systems　on　R　where　A　is　an　interval
of　R．　As　the　parameter　increases，　a　parameter　value　Ae　is　called　orbit　creating　if，　at　Ao，　new
periodic　orbits　are　created　and　no　periedic　orbits　are　axtnihilated；　Ao　is　called　orbit　annihilating
if　periodic　orbits　are　aknihilated　and　no　new　periodic　orbits　are　created；　Ao　is　called　neutral，if
no　periodic　orbits　are　annihilated　and　no　periodic　orbits　are　created．
　　A　family｛ム｝A　is　said　te　be　monotone　increasing（resp．　decreasin．g）if　every　parameter　value
in　A　is　neutra1　or　orbit　creating（resp．　annihilating）．　A　family｛ム｝A　is　called　non－monoto孕e　if
Acontains　both　orbit　creating　and　orbit　annihilating　parameter　values．　A　family｛ム｝A　is　called
antimonotone　if　any　neighberhood　of　a　suitable　parameter　Ao　in　A　contains　both　infinitely　many
orbit　creating　and　orbit　annihilating　pararaeter　values．
‘li Counter　examples
4．1　Counter　example　to　the　Monotonicity　conjecture
In　this　section　we　shall　present　a　counter　example，　which　is　a　one　parameter　family　of　quadratic
rational　maps，　to　the　menotonicity　conjecture　’eneunced　in　the　paper　［18］．
4．1．1　Monotene　and　non－monetone　bifurcatiens　of　quadratic　ratienal　families
Now，　we　investigate　the　dynamics　of　a　certain　real　2－parameter　family　given　by　M．　Bier　and
T．　C．　Bountis　［1］　and　rewritten　by　H．　E．　Nusse　and　J．　A．　Yorke　（［18］）：
｛f．，r（x）　＝　m　（r　＋　Erflltl；72）｝（．，．）eR2’
　　Here　the　map　fo，r（x）　should　be　thought　of　as　an　ideal　limit　map，　in　the　natural　compactifica－
tion　of　M　2（C）　（cf．　［9］），　of　quadratic　rational　maps　which　degenerate　towards　the　constant　zero
map．　Then　it　makes　sen＄e　to　discuss　the　bifurcations　of　this　family　including　the　parameter
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value　m　＝　O，　thoughin　the　real　moduli　space　M　2（R）　the　maps　diverge　to　infinity　according　as
m　一〉　±O．　Since　the　maps　fm，r　and　fm，“r　aure　conj　ugate　to　each　other　for　any　r，　it　sulEfices　to
consider　the　case　r　〉　O．
Theorem　2　inル12（R），　the　one－parame冶er　famj1ア｛∫脚（x）｝m　f（）r　each　fixed　r（r≧0）1fes
exact！y　on　an　irreducible　algebraic　curve　nr：
F・r・r≠券，0，伽curve％fs・fdegree　4　d曲ed　bヅ亡he　equa伽
　　Hr（ai，a2）　＝　一一r2　ai十（8r2一一一2）a？十（（8r2－1）cr2－128r4十8r2十1）a？十（（一32r2十8）ff2，
　　　　　　　　　　　　　　十512r4　一一一　96r2　一一一　12）ai　十　（一16r2　十　4）a22　十　（512r4　一　96r2　一一一　12）a2
　　　　　　　　　　　　　　一一4096r6十1536r4－144r2十36＝O．　’（1）
For　r＝＄　or　r＝　O，　the　curve　71r　is　of　degree　3．
The　proof　is　given　in　our　paPer　［6］．
Example　（Antimonotone）　Consider　the　ene－parameter　family　defined　on　a　suitable　interval
Zm，　Fm（x）一m響，　whe・e　c・n・ta漁is　the　p・・i伽e…t・f　th・f・11・wing　equa伽49α2－
32　＝　O，　and　b　is　the　unique　positive　root　of　the　following　equation
117649b7　十　684285b6　十　1721517b5　十　2358566b4　十　1670655b3　十　991301b2　一一　257125b　＝　O．
　　It　is　clear　that　this　family　satisfies　the　conditions　of　monotonicity　conjecture　（M），　namely，　（1）
each　Fm　is　cencave，　（2）　the　set　of　periodic　points　in　li　of　Fi　consists　ef　two　fixed　points，　and
（3）　Fm　has　a　negative　schwarzian　derivative．
　　In　this　moduli　space，　a　defining　equation　of　the　algebraic　curve　defined　by　｛Fm｝m　is　given　as
follows；
S．，b　＝　（2ai3　十（a2　一一　1）q2　十（一8a2　十12）ffi　一一　4ff，2　十　12a2　一　36）a6　十（（2g，3　十（02　十24）a，2　十　（12a2　十　72）ai　十
　　　　　．36σ2）わ2十（一14（ア釜十（一6σ2一・20）σ呈十（32σ2十24）σ1十16σ霧十24σ2十144）b十σf十4σ？十（一3σ2－
　　　　　12）ai2　一一　12a2ai　十　36a2）a4　十　（（一10cr，3　十　（一4u2　一　132）ai2　十　（一一48ff2　一　504）ai　一　144a2　一一一　432）b3　十
　　　　　（2at　十　46a，3　十　（4a2　十　188）a，2　十　（一一16a2　一一一　216）ai　一　240a2　一　720）b2　十　（一4al　一一　30a，3　十　（4a2　十
　　　　　84）a，2　十　（48a2　十　152）ai　一　112a2　一一　336）b十2u｝　一一一　6ui3　十（一一4a2　一　12）ff？　十　（16a2　十56）ai　一　16a2　一
　　　　　48）a2十（af十24a，3’十2i6ff？十8640i十1296）b‘十（一4crf一一64ui一一288ff？十1728）b3十（6a｝十48ai－
　　　　　48a22　一一　576ai　十　864）b2　十　（一4ai　十　96a，2　一一　256ai　十　192）b十　ait　一一一　8ai3　十　24ffi2　一一　32ai　十　16　＝　O．
　　We　remark　that　this　curve　taRgent　to　a　boundary　curve　of　the　lower　locus　of　escape．　Then
we　see　this　family　is　antimonetone　at　this　tangent　point　［3］．
4．2　Antimonotonicity　conjecture
In　this　section　we　shall　present　an　example，　which　is　a　one　parameter．family　of　cubic　polynoi　nials，
to　the　antimonotonicity　conjecture　enounced　in　the　paper　［2］．　The　one－parameter　family　A（x）　＝
一一?３　十　1．2675x　一一　A，　defined　in　［2］，　is　antimonotone　under　（Anti）．　lt　tums　out　that　this　family
exactly　on　a　half　line　ai　＝　一一一3．8025　in　the　moduli　space．　On　the　other　hand，　we　caR　present
a・et　BC1・σ3＝一段目σi　一6）2，・f　classes・f　the　map・・ne・f　wh・se　tw・c・itica1　P・int・血aps
to　another　one　（see　［16］，　［17］）．　The　set　B　C　I　corresponds　to　the　one　parameter　family：　BCI　：
ga（x）　：　一x3　＋　ax　＋　（1　＋　ga）vili．　we　can　show　with　computer　experiments　that　this　family　is
monotone　（naturally　not　antimonotone）　uRder　（Anti）．
　　Recently　we　know　that　J．　Milnor　and　Ch．　r］resser　also　Creat　of　this　problem　and　they　said　in
［12］　that
4
　　　　　Tんeanal・gue・！オんe　Antim・n・孟・nic吻0吻ecture　f・幽e　5伽娚5側to・th！dmilies
　　　　　is　certainly　false，　since．by　5．8，　it　is　very　easy　to　find　smooth　curves　along　which　there
　　　　　αrε0吻orbit　creαtions。　Thus，　if　tんεCO勿θ伽Te　i8蜘e！∂r　tんεcubic　fαmily，オんεn
　　　　　any　C・mplex吻preserving　corresp・ndence　between　the　stunted　sawtoothαnd　cubic
　　　　　Pαrα7ηeオeT館町Zε87η・u5孟6e”ε卿ω翻編eε4．
We　remark　thatthe　entropy　of　the　family｛ム｝λ　is　net　monotone　but　one　of　our　family｛gα｝αis
monotone．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract
　　We　give　a　defining　equation　of　the　boundary　of　the　real　cut　of　escape　locus　in
the　real　moduli　space　for　the　real　quadratic　rational　maps，　And　we　discuss　problems
of　non－monotone　bifurcations　for　two　cases　of　one－parameter　families：　quadratic
ratienal　maps　a　nd　cubic　polynomials．　We　present　counter　examples　by　computer
experiments　to　the　monotonicity　cenjecture　and　the　antimonotonicity　conjecture．
a Intro　duction
In　the　pap　er　［11］，　we　obtaine　a　defining　equation　for　a　real　cut　of　hyperb　olic　region，
called　e＄cape　locus，　of　real　meduli　space　for　the　quadratic　rational　maps　And，　by　using
this　moduli　space　and　properties　of　escape　locus，　we　develope　arguments　for　bifurcation
phenomenas．　While　in　the　paper　［12］，　we　discussed　some　one－parameter　family　with　mono－
tone　or　non－monotone　bifurcations　and　presented　two　counter　examples　for　conj　ectures
described　in　［2］　and　［16］．’
　　　Now　combining　，these　two　papers　［11］　and　［12］，　we　presents　some　results　in　this　paper．
Therefor　we　give　notice　that　this　paper　does　not　include　new　results．
　　　This　paper　has　two　parts．　First　one　is　concerned　with　geometry　of　the　space　Rat2（C）
of　the　quadratic　rational　maps，　namely　its　moduli　space　M　2（C），　consisting　of　a11　holomor－
phic　conj　ugacy　classes　of　maps，　which　can　be　described　as　an　orbifold　whose　underlying
space　is　isomorphic　to　C2，　and　having　a　natural　compactification，　isomorphic　to　the　pro－
jective　plane　CP2．　Maps　which　are　hyperbolic　en　their　Julia　set　give　rise　to　hyperbolic
components　in　the　moduli　space．　M．　Rees　shows　in　（［17］）　that　the　hyperbolic　components
can　be　divided　into　four　clas＄es：　type　B，C，D　and　E．　There　is　ju＄t　one　hyperbolic　compo－
nent　of　type　E　inル12（C），　so－called（hyperbelic）escape　component，　consisting　of　maps
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with　totally　disconnected　Julia　set．　This　component　has　a　more　complicated　topology．　lf
we　work　in　the　real　spaceラthere　are　just　two　escape　components　in　the　real　moduli　space
ルt2（R），　namely　two　real　slices．　We　call　these　loci　upper　escape　locus　and　lower　escape
locus．　For　a　map　in　the　upper　escape　locus　with　two　real　critical　points，　its　real　dyna血ics
is　completely　trivial：　the　compactified　real　line　converges　to　the　real　fixed　peint　under
iterations．　Milnor　gives　in　（［8］）　a　defining　equation　of　this　boundary．　On　the　other　hand，
a　map　in　the　lower　escape　locus　has　complicated　real　dynamics．　We　will　give　a　defining
equation　of　the　boundary　of　this　lower　escape　locus，　as　Theorem　1　in　section　2．1．2．
　　　The　second　one　is　concerned　with　some　topics　from　the　bifurcation　problems　for　a　one
parameter　real　family　of　quadratic　rational　maps　or　of　cubic　polynomials，
　　　System　of　iterated　maps，　viewed　as　real　dynamical　systems　is　considered　as　an　impor－
tant　model　for　the　chaotic　behavior　in　certain　parameterized　systems．　Creation　and　anni－
hilation　of　periodic　orbits　is　one　of　the　most　fundamental　bifurcation　processes，　often　illus－
trated　by　the　pitchforks　oriented　either　one－way　or　both－ways．　J．　Milnor　and　W．　ThurSten
（［9］）　proved　by　using　TeichmUller　theory　that　the　logistic　family　｛Ax（1　一　x）　；　A　e　［1，4］｝，
which　is　a　family　of　simple　maps　with　extremely　complicated　dynamics，　has　only　orbit－
creation　parameter　values　and　no　orbit－annihilation　values　as　the　parameter　increases．
Unlike　monotonicity　of　the　logistic　family，　however，　there　exist　many　one－parameter　fam一一
ilies　exhibiting　a　non一一monotone　orbit－bifurcation　structure，　namely　the　pitchforks　oriented
both－ways．
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Figure　1：　One－way　pitchfork　in　the　lo－
gistic　family．　｛Ax（1　一　x）｝，（1　S　A　一く　4）．
Figure　2：　Beth－ways　pitchforks　in
the　quadratic　rational　family．　｛m（g　十
fti＋．　）｝，　（一20　一く　m　S　20）．
　　　We　discuss　monotonicity　cenjecture　（M）　indicated　in　several　papers，　now　reformulated
in　［16］　as　follows：
　　　　　（M）　Let　fm（x）　＝　mf（x）　be　a　one－parameter　family　of　differential　maps　from
　　　　　cJo8ed謝er”απm，弼0伽εげωんich　satis；fies　the　folloω吻properties’（1）ノ鵠盛8
　　　　　concave　on　1．，　（2）　the　set　of　periodic　points　of　A　consists　of　two　jfixed　points，
　　　　　（3）！肌伽απegα伽e・schωarziαn　derivαtive，　As　the　Pαrαmeter　m　is　increαsed，
　　　　　this　one－parameter　family　is　monotone．
We　consider　a　family｛mノ（c）｝，　whereノ（x）訂十壽．　The　bifurcation　diagra：m　of　this
family　can　be　monotone，　non－monotone，　or　antimonotone　according　to　the　choice　of　the
function　f，　namely　the　choice　of　T　（c£　［5］）．
　　　Our　method　of　approach　to　a　bifurcation　problem　is　to　analyze　an　algebraic　curve，
defined　by　one－parameter　family　in　the　moduli　space　associated　bf　a　family，　e．g．，　we
examine　“which　hyperbolic　locus　does　the　curve　lie　in？”　or　“which　dynamical　curves　does
the　curve　intersect　with？”
　　　To　the　monotonicity　conj　ecture，　we　will　give　a　counter　example　using　the　defining
equation　of　the　lower　escape　locus，　ebtained　in　the　section　2．1．2．
　　　Next，　we　present　a　counter　example　to　the　antimonotoniciCy　conjecture　（A），　enounced
in　the　paper　（［2］）　with　their　heuristic　argument　and　numerical　evidence：
　　　　　（A）　A　smooth　one－dimensional　map　depending　on　one　p’arameter　has　an　an－
　　　　　timonotone　parameter　va12Le　whenever　at　least　two　independent　critieal　points
　　　　　αre　contained・in　tんe鶴ε吻丁0ノαCんαotiC　attrαCtor．
Hereafter　we　ca皿the　part‘‘at　leαst劾。　independent　criticα1　poin，tsαre　coη，tαined　in，オんθ
interior　of　a　chaotic　attractor”，　anti－condition：（Anti）．　To　construct　a　one－parameter
family　under　（A’nti），　having　no　antimonotone　parameter　value，　we　use　an　algebraic　cUrve，
so－called　center　curve　defined　in　our　papers　（［14］，　［4］），　in　the　moduli　space　of　the　cubic
maps　with　the　multiplier一一coordinates　system．
2 Moduli　spaces
2．1　Moduli　space　of　quadratic　rational　maps
Let　C　be　the　Riemann　sphere　and　Rat2（C）　the　space　of　all　quadratic　rational　maps　from
C　to　itself．　The　group　PSL2（C）　of　M6bius　transformations　acts　on　the　space　Rat2（C）
by　conjugation，　g　e　f　o　gmi　E　Rat2（C）　for　g　E　PSL2（C），　f　E　Rat2（C）．　The　quotient
space　of　Rat2（C）under　this　action　will　be　denoted　byル12（C），　and　called　the　moduli
space　of　holomorphic　conj　ugacy　classes　〈f＞　of　quadratic　rational　maps　f．　The　multipliers
coordinates　are　introduced　inノ辺2（C）．　For　each！∈Rat2（C），1et麹，z2，z3　be　the　fixed
points　of　f　and　la　the　multipliers　of　zi；　la　＝　f’（zi）　（1　S　i　S　3）．　Consider　the　elementary
symmetric　functions　of　the　three　multipliers，　ai　：　pm　十　pa2　十　pa3，　a2　：　ta　ve　十　pa2　pa3　十
pa3　ta，　a3　＝：　paipa2pa3，　which　are　subj　ect　only　to　the　restriction　that　a3　＝　ai　一　2．　Hence　the
moduli　space　M　2（C）　is　canonically　isomorphic　to　C2　（Lemma　3．1　in　［8］）．　Let　Rat2（R）
be　the　set　of　real　quadratic　rational　maps．　We　remark　that　the　real　moduli　space　M2（R）
fbr　Rat2（R）is　the　real　cut　ofルt2（C）（see［5D．
　　　By　an　automorphism　of　a　quadratic　rational　map　f，　we　will　mean　g　E　PSL2（C）　which
commute＄　with　f．　The　collection　Aut（f）　of　all　automorphisms　of　f　forms　a　finite　group．
Since　Aut（f）　is　isomorphic　to　Aut（f）　for　any　f　E　〈f＞，　the　set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　5＝｛〈！〉；Aut（ノ）is　non。trivia1｝⊂ル12（C）
is　defined　and　called　the　symmetry　locus．
　　　For　each　pa　E　C，　let　Peri（，c．t）　be　the　set　of　all　conjugacy　classes　〈f＞　of　maps　f　having
a　fixed　p　oint　with　multiplier　ps．　Each　of　Peri（ie，ti）　forms　a　straight　line　as　follows：
　　　　　　　　　　　　Per1（μ）＝｛〈！〉∈ノレ12（C）；σ2二（μ十μ噂1）σ1一（μ2十2μ輪1）｝
（Lemmas　3．4　and　3．6　in　［8］）．
2．1．1　Topological　partition
For　map　f　E　Rat2（R），　the　two　critical　points　of　f　are　two　real　numbers　or　a　pair　of
complex　conjugate　numbers．　If！has　a　pair　of　complex　conjugate　critical　poin七s，　this
map　is　two－to－one　covering　map　on　Si　＝　R　U｛oQ｝．　ln　this　case，　if　f’　〉　O　then　f　is　called
the　map　of　degree　十2，　else　f’　〈　O　then　the　map　of　degree　一2．
　　　While　a　map　f　with　real　critical　point＄　is　called　monotone　（resp．　unimodal，　bimodal）
if　the　interval　1　＝　int（f（Si））　contains　no　（resp．　one，　two）　critical　points　（［8］）．
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Figure　3：　The　topological　partition　of　the　moduli　space　of　real　quadratic　rational　maps．
These　regions　are　bounded　by　the　real　cut　of　the　symmetry　locus　and　two　lines　ai　＝　2，　6．
2．1．2　Real　slices　of　hyperbolic　escape　locus
A　rational　map　is　hyperbolic　if　and　only　if　the　orbit　of　every　critical　point　converges
to　some　attracting　periodic　erbit．　The　hyperbolic　maps　form　an　open　subset　of　moduli
space，　and　the　connected　components　of　this　open　set　are　called　hyperbolic　components．
M．　Rees　（［17］）　shows　that　the　hyperbolic　components　can　be　divided　into　four　classes　as
follows．　The　names　are　due　to　J．　Milnor　（［8］）．
Type　B：　Bitransitive．　Each　of　the　two　critical　points　belongs　to　the　immediate　basin
　　　　　of　some　attracting　periodic　point，　where　these　two　periodic　points　are　distinct　but
　　　　belong　to　the　same　orbit．　Evidently　the　period　mu＄t　be　two　or　more．
Type　C：　Capture，　Only　one　critical　point　belongs　to　the　immediate　basin　on　a　periodic
　　　　　point，　but　the　orbit　of　the　other　critical　point　eventually　falls　into　this　immediate
　　　　　basin．　Again　the　period　must　be　two　or　more．
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Figure　4：　Lines　Peri（pa）：　gray　lines　show　一1　〈　pa　〈　O，
thick　curve　shows　the　symmetry　locus．
black　lines　show　Oくμく1and
Type　D：　Disjoint　attractors．　The　twe　critical　points　belong　to　the　attracting　basins
　　　　for　two　disjoint　attracting　p　eriodic　orbits．
Type　E：　Escape，　Both　critical　orbits　converge　to　the　same　attracting　fixed　point．　There
　　　　is　just　one　such　hyperbolic　component．
　　　In　the　complex　case　the　escape　lecus　is　connected．　But　the　real　cut　of　this　component
splits　into　two　parts；　the　upper　part　and　the　lower　part．　The　boundary　curve　of　the　upper
part　is　given　by　Milnor　（Caption　of　Figure　16　in　［8］）．
　　　Now，　we　sp　ecify　the　lower　boundary．　This　boundary　curve　will　play　a　key　role　in　our
later　discussions　of　section　3．
Theorem　1Escape　loci　on　the　real　moduli　space　is　the　union　of　the　following　setss
｛a2＞一2ai十1，　a2＞2ai－3｝，｛a2〈2ai－3，
｛a2　〈　＝2tgilfilgP　2Scr　＋7．aii　10，　a2　一1｝．
σ1く一1｝，
Proof．　Here，　we　use　the　following　real　two一一parameter　family　of　quadratic　rational　maps
induced　by　M．　Bier　and　T．　C．　Bountis　（［1］）　and　rewritten　by　H．　E，　Nusse　and　J．　A．　Yorke
（［16］）i
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Figure　5：　Lines　Peri（ic．t）：　gray　lines　shew　pa　〈　一一1，
shows　the　symmetry　locus．
black lines　show　pa　〉　1　and　thick　curve
This　family　covers　the　real　moduli　space　｛（ai，a2）｝　expect　for　the　degree　±2　regions　and
the　half　line　｛（ai，a2）；　ai　＝　2，　a2　〈　一一1｝　of　the　quadratic　poiynomial　region　（See　［13］）．
Since　the　maps　fm，r　and　fm，一r　are　conj　ugate　to　each　other　for　any　r，　it　suffices　to　consider
the　case　r　）　O．　Wd　note　that　the　algebraic　curve　defined　by　one－parameter　family　｛f．，o｝
coincides　with　the　boundary　curve　of　degree土2　regions．
　　　The　fixed　pints　of　f．，．　are　the　three　roots　of　equation，
x3　一　mrx2　一　（m　一　1）x　一　mr　＝：　O・
Two　critical　points　of　this　map　are：圭1　and　its　critica1　values　are｛mr±．号．
family　can　not　cover　the　degree　±2　regions．
　　　The　denominator　of　map　f．，．　is　always　p　ositive，　and
Therefore　this
、，葦聖。。fm・・　＝　Mr，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fm，r（O）　＝　Mr．
Hence　the　herizontal　line　y　＝　mr　is　unique　asymptotic　line　of　this　map．　For　the　case　of
m　〉　O　（resp．　m　〈　O），　graph　is　（一　十　一）　（resp．　（十　一一　十）），　and　it　is　suMcient　to　consider
the　dynamics　on　the　clesed　interval　［mr　一一　9，mr　十　Y］　（resp．　［mr　十　g，mr　一　g］）．
　　　From　the　graphical　analysis　it　is　clear　that　a　map　fm，．　belongs　to　the　escape　if　and
only　if　f．，．　satisfying　one　of　the　following　condition．
1・In＝ヒmDnotone－regions，　fm，r　has　only　one　attracting　fixed　P　oint・
2．　ln　unimodal一　region，
g　fm，r　do　not　have　real　fixed　point　except　for　an　attracting　fixed　point　with
　　multiplier－1＜μく0，0r
●fm，r　has　an　attracting　fixed　point　with　multiplier　O＜μく1and　two　repelling
　　fixed　points，　and　its　two　minimal　intervals　containing　each　critical　orbits　has
　　intersection．
3．　ln　（一十一）一bimodal一　region，　f．，．　has　an　attracting　fixed　point　and　two　repelling　fixed
　　points，　and　its　two　minimal　intervals　containing　each　critical　orbits　has　non－trivial
　　Mtersection．
4．　ln　（十　一一一　十）一bimodal一　region，　f．，．　has　an　attracting　fixed　point　and　two　repelling
　　fixed　points．
　　　In　the　parameter　space　｛（r，　m）｝，　after　specifying　“escape”一　regions　in　each　cases，．　we
map　these　regions　to　the　real　moduli　space　by　using　transformation　formula：
憐鋤lr癖4セ11概説2訊2m3＋（σ2－5）m2＋4＿4一。．
For　example，　the　escape　region　corresponding　to　the　above　condition　3　（（一　十　一一）一bimodal
case）　is　given　as　the　condition　fk，．（一1）　〈　fk，．（一一1），　translated　into　an　inequality
N叩／D脚＞o：
N．，．　＝　m2（一2mr　十　m　一一　2）3（4m3r3　一　4（m　十　1）m2T2　十　（m2　十　6m　十　4）mr　一　2m2　一一　2m　一　4）
D．，．　F　（m2（2r　一　1）2　十　4）（16m6r6　一　32m6r5　十　8（3m2　十　4m　十　6）m4r4
　　　　　　　一一8（m2　十　6m　十　8）m4r3　十　（m‘　十　24m3　十　48m2　十　32m　十　48）m2T2
　　　　　　　一一4（m3　十　6m2　十　4m　十　8）m2r　十　5m4　十　8m2　十　16）．
From　calculation　we　can　see　the　factor　（一2mT　十　m　一　2）　of　ATm，r　and　the　secend　factor
of　D．，r　are　always　positive　under　the　condition　3．　Therefore　the　condition　3　is　finally
reduced　to　an　inequality：
　　　　　　　　　4m3r3　一　4（m　十　1）m2r2　十　（m2　十　6m　十　4）mr　一　2m2　一一　2m　一4＞　O．
Mapping　this　parameter　region　to　the　moduli　space　by　transformatien　formula，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2a？十（a2十7）ai十2a2十10〈O，　ai＞2．
For　the　other　cases，　we　can　get　region　of　“escape”　in　the　＄ame　way．
　　　We　cenclude　this　proof　by　treating　the　region　where　the　family　｛fm，．｝　de　not　cover．
　　　For　the　case　of　degree　±2　regions，　a　map　belongs　to　the　escape　if　and　only　if　the　map
has　unique　attracting　fixed　point　（See　Caption　of　Figure　16　of　［8］）．
　　　A　quadratic　polynomial　family　｛x2　十　a2／4｝．，　coincides　with　the　line　｛（2，a2）｝　on　the
moduli　space．　Hence　two　half　line　｛（ai，a2）；　ai　＝　2，　a2　〈　一8｝，　｛（ai，a2）；　ai　＝　2，a2　〉　1｝
belong　to　escape　loci．　M
2．2　M［oduli　space　of　cubic　polynomials
Let　Poly3（C）　be　the　space　ef　all　cubic　polynomials　from　C　to　itsel£　The　group　Polyi（C）　of
afiftne　transformations　acts　on　the　space　Poly3（C），　by　conjugation，　g　o　p　o　g一’i　G　Poly3（C）
for　g　E　Poly；（C），　p　G　Poly3（C）．　Two　maps　pi，p2　G　Poly3（C）　are　holomorphic411y
conjugate，　dehoted　by　pi　tv　p2，　if　and　only　if　there　exists　g　E　Polyi（C）　with　g　o　pi　o　g－i　＝
p2．　The　quotient　space　of　Poly3（C）　under　this　action　will　be　denoted　by　M3（C），　and
called　the　moduli　space　ef　holomorphic　conjugacy　classes　〈p＞　of　cubic　polynomials　p．　For
each　p　E　Poly3（C），　let　zi，　z2，　z3，　z4（＝　oo）　be　the　fixed　points　of　p　and　ta　the　multipliers
of　zi；　k　＝　p’（zi）　（1　S　i　S　3），　and　pa4　＝　O．　Consider　the　elementary　symmetric　functions
ef　the　four　multipliers，
al　＝　pa　1　十　pa　2　十　pa3　十　pa4　：　pa　1　十　pa　2　十　pa3
a2　＝　pa　l　pa2　十　pa　l　pa3　十　th　pa4　十　pa2　ps3　十　pa2　pa4　十　pa3　pa4　＝　pal　pa2　十　pa　l　pa　3　十　pa2　pa3
ff3　＝　itLl　iUe2　itL3　十　LL　i　iU　2｝LL4　十　LL　I　itL3JCL4　十　pa　2，CI31CI4　＝　itLl　iLL2iU3
a4　＝＝　ps　l　pa2　pa3k　＝　O・
These　multipliers　determine　uniquely　p　up　to　holomorphic　conjugacy，　and　are　subject　only
to　the　restriction　that　3　一一・　2ai　十　a2　＝　O．　Now　an　affine　structure　is　imposed　on　M3（C）
by　this　multipliers　coordinate　system　（ai，a3）．　We　remark　that　the　singular　part　of　this
moduli　space　is　given　the　following　algebraic　variety：
S3（ai，　a3）　＝　4a？　一　36a？　十　81ai　十　27a3　一　54　＝　O． （i）
　　　A　map　in　Poly3（C）　is　always　conj　ugate　to　a　map　of　the　normal　form　z3　十　az　十　b，　and
its　parameters　（a，　b2）　is　used　as　a　coordinate　system　of　M3（C）　which　is　isomorphic　to　C2
（［6］）．　These　coordinates　relate　to　（ai，a3）　as　follows：
ai　＝　一一3a　十　6，
a3　＝　27b2　十　a（2a　一　3）2，
（2）
　　　Let　Poly3（R）　be　the　set　of　real　cubic　polynomials．　We　simply　define　the　real　moduli
space　M3（R）　for　Poly3（R）　as　the　real　（ai，03）一plane．
3 Bifurcations
：Let｛ム｝A　be　a　one－parameter　family　of　discrete　dynamical　systems　on．R　where　A　is　an
interval　of　R．　As　the　parameter　increases，　a　parameter　value　Ao　is　called　orbit　creating
if，　at　Ao，　new　periodic　orbits　are　created　and　no　periodic　orbits　are　annihilated；　Ao　is
called　orbit　annihilating　if　periodic　orbits　are　atnnihilated　and　no　new　periodic　orbits　are
created；　Ao　is　called　neutral　if　no　periodic　orbits　are　annihilated　and　no　periodic　Qrbits
are　created．
　　　Afamily｛ム｝A　is　said　to　be　monotone　increasing（resp．　decreasing）if　every　parameter
value　i：n　A　is捻eutral　or　orbit　creating（resp．　annihilating）．　A　family｛ム｝A　is　called　non－
monotone　if　A　contains　both　orbit　creating　and　orbit　annihilating　parameter　values．　A
family　｛A｝A　is　called　antimonotone　if　any　neighborhood　of　a　suitable　parameter　Ao　in　A
contains　both　infinitely　many　orbit　creating　and　orbit　annihilating　parameter　values．
3．1　Counter　example　to　the　Monotonicity　conjecture
In　this　section　we　shall　present　a　counter　example，　which　is　a　one　parameter　family　of
quadratic　rational　maps，　to　the　monotonicity　conjecture　enounced　in　the　paper　［16］．
3．1，1　Monotone　and　non－menotene　bifurcations　of　quadratic　rational　families
Now，　we　investigate　the　dynamics　of　a　certain　real　2－parameter　family　given　by　M．　Bier
and　T．　C．　Bountis　［1］　and　rewritten　by　H．　E．　Nusse　and　J，　A．　Yorke　（［16］）：
｛f．，．（x）　：M　（r　＋　lrS；t5322）｝（．，．）ER2’
　　Here　the　map　fo，．（x）　should　be　thought　of　as　an　ideal　．limit　map，　in　the　natural　com－
pactification　of　M　2（C）　（c£　［7］），　of　quadratic　rational　maps　which　degenerate　towards
the　constant　zero　map．　Then　it　makes　sense　to　discuss　the　bifurcations　of　this　family
including　the　parameter　value　m　＝　O，　though　in　the　real　moduli　spaceル12（R）the血aps
diverge　to　infinity　according　as　m　一〉　±O．　Since　the　maps　fm，r　and　fm，一．r　are　conj　ugate
to　each　other　for　any　T，　it　suffices　to　consider　the　case　r　｝ir　O．
Theorem　2　ln　M2（R），　the　one－parameter　farnily｛f．，．（x）｝．　for　each　fixed　r（r）O）
lies　exact！y　on　an　irreducible　algebraic　curve　71r：
　　For　r　yS　＄，O，　the　curve　7df．　is　of　degree　4　defined　by　the　equation
H．（ai，a2）　＝一一窒Qa，4　十　（8r2　一　2）a，3　十　（（8r2　一　1）a2　一　128r‘　十　8r2　十　1）ai2
十（（一32T2　十　8）a2　十　512r‘　一　96r2　一　12）ai　十　（一16r2　十　4）a22
十（512r‘　一　96r2　一　12）a2　一一　4096r6　十　1536r‘　一　144r2　十　36
??
For　r＝g　er　r　＝O，　the　curve　GLt．　is　of　degree　3，
The　proof　is　given　in　our　paper　［5］．
Example　（Prima　ry　bubbling）
For　T　＝　O．58，　the　one　parameter　family　｛f．，o．ss｝．　is　nen－monotone．　More　precisely，　this
bifurcation　diagram　is　so－called　primary　bubbling　（［5］）．
Example　（Antimonotone）　Consider　the　one－parameter　family　defined　on　a　suitable　in－
terval　lm，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x2　十　ax　十b
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F．（x）＝m：rr：’．＃S．．m：V’　．i2iv，
where　constant　a　is　the　positive　root　of　the　following　equation
49a2　一　32　＝　O，
and　b　is　the　unique　positive　root　of　the　following　equatien
117649b7　十　684285b6　十　1721517b5　十　2358566b4　十　167e655b3　十　9913elb2　一　257125b　ti　O．
、???　　
@　
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Figure　6：　Primary　bubbling　bifurcation　for　｛f．，o．ss（x）｝．　：　一一10　S　m　S　1，　一一一2　S　x　S　O・2・
Figure　7：　Bifurcation　diagram　of　family　｛F．（x）｝m：　一一〇．8　〈　x　〈　O．2，　一25　〈　m　〈　5
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Figure　8：　Real　moduli　space　with　an　algebraic　curve　defined　by　｛Fm｝m：
5，　一15　〈　a2　〈　10
一3　〈　ai　〈
　　It　is　clear　that　this　family　satisfies　the　conditions　of　monetonicity　conjecture　（M），
namely，　（1）　each　F．　is　concave，　（2）　the　set　of　periodic　points　in　li　of　Fi　consists　of　two
fixed　points，　and　（3）　F．　has　a　negative　schwarzian　derivative．
　　In　this　moduli　＄pace，　a　defining　equation　of　the　algebraic　curve　defined　by　｛Fm｝m　is
given　as　folloWs；
　　　Sa，b　：（2a？　十　（a2　一　1）ui2　十　（一8a2　十　12）ai　一　4a22　十　12a2　一　36）a6　十　（（2a？　十　（a2　十　24）ai2　十
　　　　　　　　（12a2　十　72）ai　十　36a2）b2　十　（一14a？　十　（一6e2　一　20）ai2　十　（32a2　十　24）ai　十　16a22　十　24a2　十
　　　　　　　　144）b　十　6i4　十　4a？　十　（一一3a2　一　12）ai2　一一　12a2ei　十　36a2）a‘　十　（（一10a？　十　（一4a2　一　132）ai2　十
　　　　　　　　（一一48a2　一　504）ffi　一　144e2　一　432）b3　十　（20f　十　46ai3　十　（4a2　十　188）ai2　十　（一16cr2　一　216）cri　一一
　　　　　　　　24062　一　720）b2　十　（一4af　一　30cr？　十　（4cr2　十　84）a？　十　（48a2　十　152）cri　一　112a2　一　336）b　十
　　　　　　　　2ai‘　一　6ai3　十　（一4a2　一　12）ai2　十　（16a2　十　56）oi　一一　16a2　一　48）a2　十　（ai‘　十　24ai3　十　216ai2　十
　　　　　　　　864cri　十　1296）b‘　十　（一4a2　一　64a？　一　288ffi2　十　1728）b3　十　（6al　十　48u？　一一　48a？　一　576ai　十
　　　　　　　　864）b2　十　（一4af　十　96a？　一　256ai　十　192）b　十　a2　一　8a？　十　24a？　一　32ci　十　16　：O．
　　We　remark　that　this　curve　tangent　to　a　boundary　curve　of　the　lower　locus　of　escape．
Then　we　see　this　family　is　antimonotene　at　this　tangent　point　［3］．
3．2　Example　to　the　Antimonotonicity　conjecture
In　this　section　we　shall　present　a　counter　example，　which　is　a　one　parameter　family　of
cubic　polynomials，　te　the　antimonotonicity　conjecture　eneunced　in　the　paper　［2］．
3．2．1　One　parameter　cuvic　polynomials　with　Monotone　bifurcations
The　one－parameter　family　A（x）　＝　一x3　十　1．2675x　一　A，　defined　in　［2］，　is　antimonotone
under　（Anti）．　lt　turns　out　that　this　family　exactly　on　a　half　line　ai　＝　一一3．8025　in　the
moduli　space．
　　　On　the　other　hand，　we　can　present　a　set　BCI；　a3　＝　一一一g（ai　一　6）2，　of　classes　of　the
maps　ene　of　whose　two　critical　points　maps　to　another　one　（see　［14］，　［15］）．　The　set　B　C　I
corresponds　to　the　one　parameter　family：
B・1：9・トx3　＋　ax＋（1＋1α）雁・
We　can　show　with　computer　experiments　that　this　family　is　monotone　（naturally　not
antimonotone）　under　（Anti）．
　　Recently　we　know　that　J．　Milnor　and　Ch．　Tresser　alsb　treat　of　this　problem　and　they
said　in　［10］　that
　　　　　Theαnαlogue　of　the　Antimonotonic吻Oo　nj’εc施reメor　the　stuntεd　sαωtooth
　　　　families　is　certainly　false，　since　by　5．8，　it　is　very　easy　to　find　smooth　curves
　　　　along　which　there　are　only　orbit　creations．　Thus，　if　the　conjecture　is　trzLe　for
　　　　tゐ86ubic！鋤吻，　thenαny　CO卿lex吻preserving　correspondence　between　the
　　　　stunted　sawtooth　and　cubic　parameter　triangles　must　be　veTy　wild　indeed．
We　remark　that　the　entropy　of　the　family｛ム｝λis　not　monotone　but　one　of　our　family
｛9a｝a　iS　Monotone．
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Figuye　9：　Bifurcation　diagram　of　family
｛9a（X）｝a：　一2〈X〈2，0〈a〈2
Figure　10：　Real　moduli　space　with　a
center　curve　BCI：　O　〈　ai　〈　4，　一60　〈
a3　〈O
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口　Welbome
　　　　On　behalf　of　the　organiziRg　coinmittee　of　N．　TACA98，　it　gives　us　much　pleasure　to　welcome　you　to　the　lnternationa！
COnfbrence　on　Nonlinear　Analysis　and　Convex　ARalysis　held　at　Niigata　Wa£hh｝gton　Hotehエ1　Niiga七a，　Japan［．　We
hope　and　believe　that　each　participant　in　this　meeting　will　have　good　opportunities　not　only　to　exchange　scientific
information　on　generic　and　applied　areas　of　the　conference　but　al＄o　to　establish　and　deepen　our　fx’iendship．
　　　　This　confexence　has　several　unique　features　and　to　held　this　meeting　is　very　important　for　development　of　mathe－
matical　science　and　it・s　related　area　ail　over　the　world，　During　the　last　thxee　dec？．des，　the　stucly　of　liVonli］？ear　Ana！ysis
has　been　devoted　vigoreusly　and　such　activity　had　great　infiuence　on　other　arecfLs　of　science　as　much　as　mathemat；ics．
At　the　same　time，　Convex　Ana1ysis　has　grown　in　coRnection　wii；h　the　study　of　problems　of　optimiz，ation，　equilibrium，
control，　and　stability　of　linear　and　nonlinear　sysもems．　These　two　mathematical　disciplines　have　no　boユ・der　aエユd　they
rather　have　good　effects　each　other，　Now，　we　are　reque＄ted　and　askecl　for　new　ideas　a，ncl　human　technology　based　on
reエiable　andもheOretica1　method◎10gy．　We　belleve　that　world－wide　experts　on　nQnlinear　aRalysis蹴d　convex　a捻alysis
can　answer　reasonable　and　optimal　selutions　for　such　problems　if　they　cooperLate　with　each　other，　．Accordingly，　we
organize　this　’conference．
　　　　In　organizing　this　conference　we　hcxve　been　very　awcire　of　the　excellent　standard　of　several　recent　conferences
and　sympesiums　ail　over　the　world．　W’hen　we　attended　other　conferences，　we　had　aspiration　to　held　an　internation41
meeting　for　our　topics　in　Japan．　’T’hen，　we　decided　to　organize　this　conference　ancl　to　locate　it　in　liViigata　where　is　1n
the　middle　of　Japaxn　and　also　the　entrance　the　rim　of　Japan　sea，
　　　　The　program　of　the　conference　consists　of　invited　papers　and　contributed　papers　in　six　plenary　sessions，　eleven
organized　sessions，　and　regular　parallel　sessions．　NVe　are　very　happy　to　have　85　papeTs　and　to　arrange　30　sessions　in
this　conference，　and　also　to　have　30　people　and　their　fami11es　from　abroad．　NVe　have　been　lucky　to　receive　support　and
encoui’agement　from　many　individuals　and　it　will　be　｝1tera！ly　impossible　for　us　to　thank　everybody．　’
　　　　We　are　indebted　to　all，　in　particularthe　members　of　the　organizing　committee，　whe　have　supported　us　ln　planning
and　implementing　this　conference．　First，　we　wish　to　thank　Professor　Kensuke　Tanaka　of　Niigata　University，　who　has
encouraged　us　to　organize　this　confereRce．　He　has　also　given　us　precious　advice　and　ideas．　Also，　we　are　very　grateful
to　Professor　Daishi　Kuroiwa　of　Shimane　University，　graduate　students　Yutal〈a　Kiinura　and　Yoichi　Sawasal〈i　of　NL　iigata
University，　who　have　accepted　iiinmediate！y　to　take　an　active　part　in　the　organlzation　ic　nd　have　worked　hardly　for　thi’s
conference．　My　gratitude　also　goes　to　the　various　members　of　the　committees　for　the　time　and　effort　they　put　into　the
promotion　of　the　conference．　Especia11y，　students　in　Hirosaki　University　made　great　effoyts　for　several　preparations　of
the　conference，　and　we　thank　them．
　　　　Finally，　we　would　like　to　thank　the　different　organizations　which　support　and　sponsor　this　conference．　First1y，　we
want　acknowledge　the　strong　supports　of　Niigata　University，　’Yekyo　lnstitute　of　’lrechnology，　and　Hirosaki　University．
We　also　appreciate　the　finaRc’iai　support　tliat　Intelligent　Cosmos　Academic　Foundation　has　given　us，　and　last　but　not
least・　Niigata　Convention　Bureau　for　its　many　heip．
　　　NVe　hope　we　would　succeed　in　creating　an　environment　so　that　all　particlpants　caR　freely　exchange　their　ideas　and
stril〈e　up　friendships　around　the　world．　NXre　wish　you　an　exciting　and　fruitful　conference，
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ABSrTRAC’T：　We　give　a　defining　equatioR　of　the　boundary　of　the　real　cut　of　escape　locus
in　the　reaユmoduli　space　fbr　the　real　quadratic　ra，tional　maps．　And　we　discuss　problems
of　non－monotone　bifurcations　for　two　cases　of　one－parameter　families：　quadratic　rational
maps　a2nd　cubic　polynomials．　We　present　coukter　examples　by　computer　experiments　to　the
monotonicity　conjecture　and　the　aRtimonotonicity　conjecture．
蓋蓬ぎb欝乱，潔’聖闘鰹1cs灘臨，lit，ρ’fu「caも’ons嚇modu1’space謄「eal
AMS　Subject　Classification：　30C15，　39B12，　58D19，　58F！4
1 Introduction
　　　This　paper　has　two　parts．　First　one　is　concerned　with　geometry　of　the　space　Rat2（C）　of　the
quadratic　rational　maps，　namely　its　moduli　spaceルf2（C），　consisting　of　all　holomorphic　co功ugacy
classes　of　maps，　which　can　be　described　as　aR　orbifold　whose　underlying　space　is　isomorphic　to　C2，
and　having　a　matural　compactification，　isomorphic　to　the　projective　plane　CP2．　Maps　which　are
hyperbolic　on　their　Julia　set　give　rise　to　hyperbelic　cemponents　in　the　moduli　space．　M．　Rees　shows
in　（［12］）　that　the　hyperbolic　components　can　be　divid」ed　into　four　classes：　type　B，C，D　and　E．　There
is　just　one　hyperbolic　component　of　type　E　in　M　2（C），　so－called　（hyperbolic）　escape　component，
consisting　of　maps　with　tetally　disconnected　Julia　set．　This　component　has　a　more　complicated
topelogy．　lf　we　work　in　the　real　space，　there　are　j　ust　two　escape　cemponents　iR　the　real　rnoduli
spaceル12（R），　namelyもwo　real　slices，　We　call　these　loci　upper　escape　locus　and　lower　escape　locus．
For　a　map　in　the　upper　escape　locus　with　two　real　critical　points，　its　real　dynamics　is　completely
trivia1：the　compacti且ed　real　line　converges　to　the　real　fixed　point　under　i七erations．　Milnor　gives　in
（［6］）　a　defining　equatien　of　this　boundary．　On　the　other　hand，　a　map　in　the　lower　escape　locus　has
complicated　real　dykamics．　We　will　give　a　defining　equation　of　the　boundary　of　this　Iower　escape
locus，　as　Theorem　1　in　section　2．2．
　　　The　second　one　is　concerned　with　some　topics　from　the　bifurcation　problems　for　a　one　parameter
real　family　of　quadratic　rational　maps　or　of　cubic　pelynomials．
　　　System　of　iterated　maps，　viewed　as　nyeal　dynamical　systems　is　considered　as　an　important　model
for　the　chaotic　behavior　in　certain　parameterized　systems．　Creation　and　annihilation　of　periodic
orbits　is　one　of　the　most　fundamental　bifurcation　processes，　often　illustrated　by　the　pitchforks
oriented　either　one－way　or　both－ways．　J．　Milnor　and　W．　Thurston　（［7］）　proved　by　using　TeichmUller
theory　that　the　logistic　family　｛Ax（1　一　x）　；　A　E　［1，4］｝，　which　is　a　family　of　simple　maps　with
extremely　complicated　dynamics，　has　only　orbit－creation　parameter　values　and　no　orbit－annihilation
values　as　the　parameter　increases．　Unlike　menotonicity　of　the　logistic　family，　however，　there　exiSt
1
many　one－parameter　families　exhibiting　a　non－monotone　orbit－bifurcation　structure，　namely　the
pitchforks　oriented　both－ways．
　　　We　discuss　monotenicity　conj　ecture　（M）　in　several　papers，　now　reformulated　as　follows　（［11］）：
（M）　Let　fm（x）　：mf（x）　be　a　one－parameter　family　of　differential　maps　from　clo＄ed　interval　lm　into
itseif　which　satisfies　the　following　properties；　（1）　f．　is　concave　on　lm，　（2）　the　set　of　periodic　poin，　ts
of　fi　consists　of　two　fixed　points，　（3）　fm　has　a　negative　schwarzian　derivative．　As　the　parameter　m
is　increased，　this　one－parameter　family　is　monotone．
　　　We　con＄ider　a　family　｛mf（x）｝，　where　f（x）　＝　r　十　i＋．　．　The　bifurcation　diagram　of　this　family
can　be　monotone，　non－monotone，　or　antimonotene　according　to　the　choice　of　the　function　f，　namely
the　choice　of　r　（cf．　［4］）．
　　　Our　method　of　approach　to　a　bifurcation　problem　is　to　analyze　an　algebraic　curve，　defined　by
one－parameter　family　in　the　moduli　space　associated　of　a　family，　e．g．，　we　examine　“which　hyperbolic
locus　does　the　curve　lie　in？”　or　“which　dynamical　curves　does　the　curve　intersect　with？”
　　　To　the　monotonicity　conjecture，　we　will　give　a　counter　example　using　the　de舳ing　equation　of
the　lower　escape　locus，　obtained　in　the　section　2．2．
　　　Next，　we　present　a　counter　example　to　the　antimonotonicity　conjecture　（A），　enounced　in　the
paper　（［2］）　with　their　heuristic　argument　and　numerical　evidence：　（A）　A　smooth　one－dimensional
map　depending　on　one　parameter　has　an　antimonotone　parameter　value　whenever　at　least　two
inaependent　critical　points　are　contained　in　the　interior　of　a　chaotic　attractor．　Hereafter　we　call
the　part　“at　least　two　independent　critical　points　are　eontained　in　the　interior　of　a　chaotic　attraetor”，
anti－condition：（Anti）．　To　construct　a　one－parameter　family　under　（Anti），　having　no　antimonotone
parameter　value，　we　use　an　algebraic　curve，　so－called　center　curve　defined　in　our　papers　（［10］，　［3］），
in　the　moduli　space　of　the　cubic　maps　with　the　multiplier－coordinates　system．
2 Quadratic　rationaE　maps
Let　C　be　the　Riemann　sphere　and　Rat2（C）　the　space　ef　all　quadratic　ratienal　maps　from　C　to
itsel£　The　group　PSL2（C）　ef　M6bius　transformations　acts　on　the　space　Rat2（C）　by　conjugation，
gofog一一i　G　Rat2（C）　for　g　E　PSL2（C），　f　G　Rat2（C）．　’The　quotient　space　ef　Rat2（C）　under　this
action　will　be　denoted　by　M　2（C），　and　called　the　moduli　space　of　holomorphic　conjugacy　classes
〈f＞　of　quadratic　rational　maps　f．　The　multipliers　coordinates　are　introduced　in　M　2（C）．　For　each
！∈Rat2（C），1et　zi，z2，β3　be　the　fixed　points　of！andμ乞the　multipliers　of之¢；μ¢＝・∫ノ（zi）（1≦i≦3）．
Consider　the　elementary　symmetric　functions　of　the　three　multipliers，　ai　＝＝　ta　十　pa2　十　pa3，　a2　：
ta＠2　十　pa2pa3　十　pa3pa　i，　a3　＝　papt2pa3，　which　are　subject　only　to　the　restriction　that　a3　＝：　ai　一一　2．　Hence
the　moduli　space　M2（C）　is　canonically　isomorphic　to　C2　（Lemma　3．1　in　［6］）．　Let　Rat2（R）　be　the
set　of　real　quadratic　rational　maps．　We　remark　that　the　real　moduli　spaceル｛2（R）for　Rat2（：R）is
the　real　cut　of／Vt　2（C）（see［4】）．
　　　By　an　autemorphism　of　a　quadratic　rational　map　f，　we　will　mean　g　e　PSL2（C）　which　commutes
with！．　The　collection　Aut（ノ）of　all　automorphisms　of！fbrms　a伽ite　group．　Since　Auも（！）is
isemorphic　to　Aut（f）　for　any　f　E　〈f＞，　the　set
5＝｛〈！〉；Aut（！）is　non－trivia1｝⊂ノ㌧イ2（C）
is　defined　and　called　the　symmetry　locus．
　　　For　each　pa　G　C，　let　Peri（iC．L）　be　the　set　of　all　conj　ugacy　classes　〈f＞　of　maps　f　having　a　fixed
point　with　multiplier　pa．　Each　of　Peri（Je．L）　forms　a　straight　line　as　follows：
Peri（’t’‘）　＝　｛〈f＞　E　M2（C）；　a2　＝　（pa　＋　pami）o，　一一　（pa2　＋　2pa一一i）｝
（Lemmas　3．4　aRd　3．6　in　［6］）．
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2．1　Topological　partition
For　map　f　G　Rat2（R），　the　two　critical　points　of　f　are　two　real　numbers　or　a　pair　ef　complex
conj　ugate　numbers．　lf　f　has　a　pair　of　complex　conj　ugate　critical　points，　this　map　is　two－to－one
covering　map　oxx　Si　＝　R　U　｛oo｝．　ln　this　case，　if　f’　〉　O　then　f　is　called　the　map　of　degree　十2，　else
fi　〈　O　then　the　map　of　degree　一一2．
　　　While　a　map　f　with　real　critical　points　is　called　monetone　（resp．　unimodal，　bimodal）　if　the
interval　1　＝＝　int（f（Si））　contains　no　（resp．　one，　two）　critical　points　（［6］）．
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Figure　1：　The　topological　partition　of　the　moduli　space　of　real　quadratic　rational　maps．　These
regions　are　bounded　by　the　real　cut　of　the　symmetry　locus　and　two　lines　a1　：　2，6．
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Figure　2：　Lines　Peri（，c．e）：　gray　lines　shew　一一一1　〈
pa　〈　O，　black　lines　show　O　〈　pt　〈　1　and　thick
curve　shows　the　symmetry　locus．
Figure　3： Lines　Peri（pa）：　gray　lines　show　pa　〈
一1，　black　lines　show　pa　〉　1　and　thick　curve
shows　the　symmetry　locus．
2．2 Real　slices　of　hyperbolic　escape　locus
A　rational　map　is　hyperbolic　if　and　only　if　the　orbit　of　every　critical　point　converges　to　some
attracting　periodic　orbit．　The　hyperbolic　maps　form　an　epen　subset　of　moduli　space，　and　the
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connected　components　of　this　open　set　are　called　hyperbolic　components．　M．　Rees　（［12］）　shows
that　the　hyperbolic　compenents　can．　be　divided　into　four　classes　as　follows．　The　names　are　due　to
J．　Milnor　（［6］）．
Type　B：　Bitransitive．　Each　of　the　two　critical　points　belengs　to　the　immediate　basin　of　some
　　　　　attracting　periodic　point，　where　these　two　periodic　points　are　distinct　but　belong　to　the　same
　　　　　orbit．　Evidently　the　period　must　be　two　or　more．
Type　C：　Capture．　Only　one　critical　point　belongs　to　the　immediate　basin　on　a　periodic　point，
　　　　　but　the　erbit　of　the　other　critical　point　eventually　falls　into　this　immediate　basin．　Again　the
　　　　　period　must　be　two　or　more．
Type　D：　Disjeint　attractors．　The　two　critical　points　belong　to　the　attracting　basins
　　　　　disjoint　attracting　periodic　orbits．
Type　E：　Escape．　Both　critical　orbits　converge　to　the　same　attracting　fixed　point．
　　　　　one　such　hyperbolic　component．
for　two
Th re　is　j　ust
　　　In　the　complex　case　the　escape　locus　is　connected．　But　the　real　cut　of　this　compenent　g．　plits
into　two　parts；　the　upper　part　and　the　lower　patt．　The　boundary　curve　of　the．　upper　part　is　gi，ven
by　Milnor　（Caption　of　Figure　16　in　［6］）．
　　　Now，　we　specify　the　lower　boundary．　This　boundary　curve　will　play　a　key　role　in　our　later
discussions　of　section　3．
Theorem　1Escape　loci　on　the　real　moduli　space　is　the　union　of　the　following　sets；
　　　　　　　　　　　　　｛a2＞一2ffi十1，　g2＞2ai－3｝，
　　　　　　　　　　　　　｛σ2＜2σ1－3，　σ1く一1｝，
　　　　　　　　　　　　　｛a2〈　：ltigililgil＝！9a　＋7．aii　10，　ul）一1｝．
Proo£　Here，　we　use　the　followiag　real　two－parameter　family　of　quadratic　rational　maps　induced
by　M．　Bier　and　T．　C．　Bountis　（［1］）　and　rewritten　by　H．　E．　Nusse　and　J．　A．　Yorke　（［11］）；
｛f．，r（x）　＝　m　（r　＋　TlztP2））（m，r）ER2’
This　family　covers　the　real　moduli　space　｛（oi，a2）｝　expect　for　the　degree　±2　regions　and　the　half
line　｛（ai，a2）；　ffi　＝　2，　a2　〈　一1｝　of　the　quadratic　polynomial　region　（See　［9］）．　Since　the　maps　f．，．
and　fm，一r　are　conj　ugate　to　each　other　for　any　r，　it　suffices　to　consider　the　case　r　）　O．　We　note　that
the　algebraic　curve　defined　by　one－parameter　family　｛fm，o｝　coincides　with　the　boundary　curve　of
degree土2　regions．
　　　rThe　fixed　pints　of　fm，r　are　the　three　roots　of　equation，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x3　一一　mrx2　一　（m　一　1）x　一　mr　＝　O・
Two　critical　points　of　this　map　are±1　and　its　critical　values　are　mr士誓．　Therefore　this　family
can　not　cover　the　degree士2　regions．
　　　The　denominator　of　map　fm，r　is　always　positive，　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。聖。。飯・一鵬
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！脚（0）＝mr・
Hence　the　horizontal　like　y　＝　mr　is　unique　asymptotic　line　’盾?　this　ma ．　For　the　case　of　m　〉　O
（resp．　m　〈　O），　graph　is　（一　十　一）　（resp．　（十　一　十）），　and　it　is　suMcient　to　consider　the　dynamics　on
the　closed　interval　［mr　一　Y，mr　十　一］　（resp．　［mr　十　V，mr　一　e］）．
　　　From　the　graphical　analysis　it　is　clear　that　a　map　fm，r　belongs　to　the　escape　if　and　only　if　fm，r
satisfying　one　of　the　following　condition．
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1．　ln　±　monotene　一　regions，　fm，．　has　enly　one　attractiRg　fixed　point．
2．　ln　unimodal一　region，
　　　　ig　fm，r　do　not　have　real　fixed　peint　except　for　an　attracting　fixed　point　with　multiplier
　　　　　　－1　〈　pa　〈　O，　or
　　　　e　fm，r　has　an　attracting　fixed　point　with　multiplier　O　〈　pa　〈　1　and　two　repelling　fixed
　　　　　　points，　and　its　two　minimal　intervals　containing　each　critical　erbits　has　intersection．
3．　In　（一　十　一一一）一bimodal一　region，　fm，r　has　an　attyacting　fixed　point　and　two　repelling　fixed　points，
　　and　its　two　minimal　intervals　containing　each　critical　orbits　has　non－trivial　intersection．
4．　ln　（十　一　十）一bimodal一　region，　f．，r　has　an　attracting　fixed　point　and　two　repelling　fixed　points．
　　　In　the　parameter　space　｛（r，　m）｝，　after　specifying　“escape”一　regions　in　each　cases，　we　map　these
regions　to　the　real　mo　duli　space　by　using　transformation　formula：
　　STI：4m2r2　一　m2　十　（ai　十　2）m　一4　＝　O，
　　ST2：　一4m4r4　十　（m4　一　12m3　一　8m2）T2　十　2　m3　十　（a2　一　5）m2　十　4m　一　4　＝　O．
For　example，　the　escape　region　corresponding　to　the　above　cendition　3　（（一　十　一）一bimodal　case）　is
given　as　the　condition　fk，．（一1）　〈　fh，，（一1），　translated　inte　an　inequality　Nm，r／Dm，r　〉　O：
iVm，r　＝
Dm，r　＝
m2i一一2mr　＋　m　一一　2）3（4m3r3　一　4（m　＋　1）m2r2　＋　（m2　＋　6m　＋　4）mr　一　2m2　一　2m　一一　4）
（m2（2r　一一一　1）2　＋　4）（16m6r6　一　32m6r5　＋　8（3m2　＋　4m　＋　6）m4r4
一一
W（m2　十　6m　十　8）m4r3　十　（m4　十　24m3　十　48m2　十　32m　十　48）m2r2
－4（m3　十　6m2　十　4m　十　8）m2r　十　5m4　十　8m2　十　16）．
Frem　calculation　we　can　see　the　factor　（一2mr　十　m　一　2）　of　Nm，r　and　the　second　factor　of　Dm，r　are
always　positive．　Therefore　the　condition　is　finally　reduced　to　an　inequality：
　　　　　　　　　　　　　4m3r3　一　4（m　十　1）m2r2　十　（m2　十　6m　十　4）mr　一一一　2m2　一　2m　一一　4　〉　O．
Mapping　this　parameter　region　to　the　moduli　space　by　transformation　formula，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2a？十（g2十7）oi十2a2十10〈O，　oi＞2．
For　the　other　cases，　we　can　get　region　of　“escape”　in　the　same　way．
　　　We　cenclude　this　proof　by　treating　the　region　where　the　family　｛fm，r｝　do　not　cover．
　　　For　the　case　of　degree　±2　regions，　a　map　belongs　to　the　escape　if　and　only　if　the　map　has　unique
attracting　fixed　point（See　Caption　of　Figure　160f［6ユ）．
　　　A　quadratic　polynomial　family　｛x2　十　e2／4｝．，　ceincides　with　the　line　｛（2，cr2）｝　on　the　meduli
space．　HeRce　two　half　line　｛（ai，ff2）；　ai　＝　2，　ff2　〈　一一8｝，　｛（ffi，a2）；　ai　＝　2，　a2　〉　1｝　belong　to　escape
loci．園
3 Bifurcations　of　one　parameter　family
3．1　Bifurcations
：Let｛ム｝A　be　a　one－parameter　family　of　discrete　dynamical　systems　on　R　where　A　is　an　interval　of
R．　As　the　parameter　increases，　a　parameter　value　Ao　is　called　orcbit　creating　if，　at　Ao，　new　periedic
orbits　are　created　and　no　periodic　orbits　are　annihilated；　Ao　is　called　orbit　aRnihilating　if　periedic
orbits　are　annihilated　and　no　new　periodic　orbits　are　created；　Ao　is　called　neutral　if　no　periodic
orbits　are　annihilated　and　no　periodic　orbits　are　created．
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　　　Afamily｛ム｝A　is　said　to　be　monotone　increasing（resp．　decreasing）if　every　parameter　value
in　A　is　neutral　or　orbit　creating　（resp．　annihilating）．　A　family　｛fA｝A　is　called　non－monotone　if
A　contains　both　orbit　creating　and　orbit　annihilating　parameter　values．　A　family　｛fA｝A　is　called
antimonotone　if　any　neighborhood　of　a　suitable　parameter　Ao　in　A　centains　both　infinitely　many
orbiもcreating　and　orbi七annihilating　parameter　values．
3．2　Counter　example　te　monotonicity　conjecture
Now，　we　investigate　the　dynamics　of　the　following　real　two－parameter　again：
｛f．，r（x）　：M　（r　＋　iTSti1372）｝（．，r）ER2’
　　Here　the　map　fo，r（x）　should　be　thought　ef　as　an　ideal　limit　map，　in　the　natural　compactification
of　M　2（C）　（cL　［6］），　of　quadratic　rational　maps　which　degenerate　towards　the　constant　zere　map．
Then　it　makes　sense　to　discuss　the　b血rcations　of　this　family　including　the　parameter　value　m　＝：　O，
though　in　the　real　moduli　spaceルて2（R）the　maps　diverge　to　in舳．ity　according　as　m→士0．
Propo＄ition　1　ln　M　2（R），　the　ene－parameter　family　｛f．，．（x）｝．　for　each　fixed　r　（r
exactly　on　an　irreducible　algebraic　curve　7tr：
　　　恥押≠登，0，むhe　curv・SYr　is・fd・g・ee　4　d・伽・d　byカhe　equa伽
　　　　　　　　　Hr（ai，a2）　：　一r201十（8r2－2）o？十（（8r2－1）a2一一128T4十8r2十1）a？
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（（一一32r2　十　8）ff2　十　512r4　一一一　96r2　一一一　12）ai　十　（一一16r2　十　4）a22
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（512r4　一　96r2　一一　12）u2　一一　4096r6　十　1536r4　一　144r2　十　36　＝　O．
）　O）　lies
（1）
For　r＝　＄　or　r＝　O，　the　curve　7tr　is　of　degree　3．
The　proof　is　given　in　eur　paper　（［4］）．
Example　For　r　＝　O．58，　the　one　parameter　family　｛fm，o．ss｝m　is　nen－monotone．　More　precisely，
this　bifurcation　diagram　is　so－called　primary　bubbling　（［4］）．
Example　Counter　example　to　the　monotonicity　conjecture
Consider　the　one－parameter　family
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fm（x）一≒豊許δ，
where　constant　a　is　the　positive　root　of　the　following　equation
49a2－32　：O，
and　b　is　the　unique　positive　roet　of　the　following　equation
117649b7　十　684285b6　十　1721517b5　十　2358566b4
　　十1670655b3　十　991301b2　一一一　257125b　＝　O，
define　on　a　suitable　interval　lm．　Then　（1）　each　F．　is　concave，　（2）　the　set　of　periodic　points　in　Ji
of　Fi　consists　of　two　fixed　points，　and　（3）　F．　has　a　negative　schwarzian　derivative．
　　　A　defining　equatien　of　algebraic　curve　by　this　family　i＄　given　as　follows，　We　remark　that　this
algebraic　curve　tangent　to　the　lower　boundary　of　escape　loci　and　antimonotone　bifurcatiQn　occurs
at　this　tangent　point．
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Figure　4：　Bifurcation　diagram　of　family
｛Fm（x）｝m：　一〇．8　〈　x　〈　O．2，　一25　〈　m　〈　5
Figure　5：　Real　moduli　space　with　an　algebraic
curve　defined　by　｛Pm｝m：　一一3　〈　ai　〈　5，　一15　〈
a2　〈　10
Sa，b　：　（2ai3　十　（a2　一　1）ai2　十　（一8a2　十　12）oi　一　4a22　十　1202　一　36）a6　十　（（20？　十　（a2　十　24）a？　十
　　　　　（12ff2　十　72）ai　十　36a2）b2　十　（一14u？　十　（一6a2　一一　20）ai2　十　（32a2　十　24）ai　十　16a22　十　24cr2　十
　　　　　144）b十　af　十　4a？　十　（一3a2　一　12）o？　一一　12a2ai　十　36a2）a4　十　（（一一10a？　十　（一402　一一　132）a？　十
　　　　　（一48e2　一　504）ai　一　144a2　一一　432）b3　十　（2al　十　46a？　十　（4e2　十　188）a？　十（一一一16a2　一　216）ai　一一．
　　　　　240a2　一　720）b2　十　（一402　一　30a？　十　（4ff2　十　84）a？　十　（48a2　十　152）ai　一　112a2　一　336）b　十
　　　　　2a2　L一　6a？　十　（一4a2　一　12）a？　十　（16a2　十　56）ai　一一　16a2　一　48）a2　十　（uf　十　24a？　十　216a？　十
　　　　　864ai　十　1296）b‘　十　（一4ffl　一　64a？　一　2880？　十　1728）b3　十　（6af　十　48cr？　一　48ai2　一一　576ai　十
　　　　　864）b2　十　（一4ff｝　十　960？　一一　256q　十　192）b　十　af　一一　8　ff？　十　24cr？　一　32cri　十　16　＝　O・
3．3　Counter　example　to　monetonicity　conjecture：　cubic　polynomial　family
Let　Poly3（C）　be　the　space　of　all　cubic　polynomials　from　C　to　itsel£　The　quotient　space　of　Poly3（C）
will　be　denoted　by　M3（C），　and　called　the　moduli　space　of　holomorphic　conjugacy　classes　〈p＞　of
cubic　polynomials　p．　For　each　p　E　Poly3（C），　let　zi，　z2，　z3，　z4（＝＝　oo）　be　the　fixed　points　of　p　and
pai　the　multipliers　of　xi；　ta　＝　p’（zi）　（1　S　i　〈．一．　3），　and　pa　：　O．　Consider　the　elementary　symmetric
functions　of　the　four　multipliers，
　　　　　　　　　　al　一一一一　pa　1　十　pa　2　十　pa3　十　pa4　＝＝　pa　1　十　pa2　十　pa3
　　　　　　　　　　a2　＝＝　pa　l　pa　2　十　pa　l　pa　3　十　pa　l　pa4　十　pa2pa3　十　pa2pa4　十　pa3pa4　＝　pa　l　pa2　十　pa　l　pa3　十　pa2pa3
　　　　　　　　　　a3　＝　pa　l　pa2pa3　十　pa　l　ps2pa4　十　pa　l　pa　3　pa4　十　pa2pa3pa4　＝　pa　l　pa2pa3
　　　　　　　　　　a4　＝　pa　l　pa2pa3pa4　me　O・
These　multipliers　determine　uniquely　p　up　te　holomorphic　conj　ugacy，　and　are　subject　only　to　the
restriction　that　3　一一一　2ai　十　a2　＝＝　O．　Now　an　affine　structure　i＄　imposed　on　M3（C）　by　this　multipliers
coordinate　system　（ai，a3）．
　　Amap　in　Poly3（C）is　always　co功ugate　to　a　map　of　the　normal　fbrm■3十α■十b，　and　its
parameters　（a，　b2）　is　used　as　a　ceordinate　system　of　M3（C）　which　is　isomorphic　to　C2　（［5］）．　These
coordinates　relate　to　（ai，a3）　as　follews：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　窄論紅象2α一3）2，　　　　（2）
　　Let　Poly3（R）　be　the　set　of　real　cubic　polynomials．　We　simply　define　the　real　moduli　space
M3（R）　for　Poly3（R）　as　the　real　（ai，ff3）一plane．
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3．3．1　Monotone　bifurcatioks　of　cubic　polynomials
The　one－parameter　familyム＠）・＝一x3十1．2675ω一λ，　de且ned　in（［2D，　is　antimonotone　under（Anti），
and　lies　exactly　on　a　half　line　ai　＝：　一3．8025　in　M3（R）．　On　the　other　hand，　we　can　present　a　set　B　C　I：
a3　＝　一一一g（ai　一L　6）2，　of　classes　of　the　maps　one　of　the　whose　two　critical　points　maps　to　another　one
（see　［10］）．　The　set　BCI　corresponds　to　the　one　parameter　family　g．（x）　＝：　一一x3＋ax＋（1＋ga）vrli．　We
can　show　via　Thurston’s　rigidity　theorem　that　this　family　is　monotone　（naturally　not　antimonetone）
under　（Anti）．　We　conclude　that　this　family　is　a　ceunter　example　to　the　conjecture　（A）　in　（［2］）．
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Dear　Professor　Kiyoko　Nishizawa，
It　is　my　pleasure　to　infonn　you　that　the　p　aper
“Chaotic　bifurcatieRs　along　algebraic　curves．”
has　been　accepted　for　oral　presentation　in　the　4th　lnternationai　C　onference　on　Difference
Equations　and　Applications　which　will　be　heid　on　August　27－31，　1998，　in　Poznafi，　Poland．
The　exact　time　and　place　of　your　presentation　wi　ll　be　．qiven　when　the　Third　Announcement
reaches　y．　ou　（by　July　the　1　st）．
We　are　happy　te　say　that　mairy　applications　have　been　sent　to　us．　At　the　same　time　we　are　sorr＞・r
to　say　that　it　limited　the　time　we　can　offer　for　presentations．　That’s　why，　at　the　moment　we　leave
20　minutes　oniy　for　your　presentatien　and　the　discussion　en　your　talk．
’We　are　kindly　inviting　you　t　o　send　us　（by　July　the　l　st，　1998）　the　exrtended　abstract　（up　to　4　pages）
ef　your　presentatien．　lt　has　to　b　e　prepared　according　to　the　demands　stated　in　the　Guidelines　for
Preparatien　of　］！ylanuscript　which　are　attached　to　this　letter．　This　extended　ab　stract　will　be
included血to　the　conference　m．aterials　o：ffered　to　every　participal並on　his／her　arriva1．
　リ　　　　　　　　ハへ　く　　　　　　　　　　へ殴一つこき3
Prof二Jerzy　Popenda
Chai㎜～頃of　the　Scienti且。　Comn煎ee
・［kcfifgajda．doc｝
Pre飴ce
　　　　　　One　of　the　main　questions　in　nowadays　science　is　the　following　：　are　the　F”arth，
the　Universe　discrete◎r　continuous，　finite　or　i：面nite．　The　an、sw釘to　these　qロestions　yields
several　conseq鵬nces．工n　fact，　each　ar面℃ial　woτ1d　created　by　compu：ters　is　discrete　and
触e．Theτe鉛re血ere　is舳e　n㎜民τof㎞（酒ons　whch　c㎝㏄sc曲e血e　behaViour　of
each　cell，　each　creatute　of　this　world　Consequently　mathematics　says：　the　behaviour　of
thi　s　werld　is　periodical．　People　has　been　discretizing　their　world　since　the　beginning．　That
is　impossible　to　observe　con血uous　area　of　the　space．　Supposing　we　want　to　describe　s◎me
rea1　phenomena　we　are　observing，　we　have　to　o血t　several　para孤eters，　relations　and　even
unknowns，．and　we　con㏄ntrate　o：nly　o：n　some（finite）of　the血．　Then　we　build　relations，
functions，　next　phase　state，　examine　this　system　and　check　its　validity　in　the　nature，　in　the
real　1ife．　We　say　we　have　built　a　model．　Difference　equations　are　found　one　of　the　very
usefu1　teels－in　this　creation　process．　They　appeared　essentially　earlier　than　their　，，great
brother　（G．　Ladas）一differentiaユequations．　It　is　onlyτecently　that　they　ha：ve　staτted
gai血g　the　attention　they　deserveプaIthough　they　are　aPPlied　in　prob釦bili‡y　thgory，
queuing　problems，　statistical　problems，　stochastic　time　series，　combinatorial　analysis，
number　theory，・　geometry，　graph　theery，　elecuical　networks，　physics，　genetics　in　biology，
automata　theory，　economics，　psychology，　sociology，　etc．　Perhaps　the　new　time　for　our
equations　has　been　opened　together　with　the　appearance　of　the　fust　computers　and
numerical　methods　where　recurrence　algorithms，　discretizations　of　differential　equatiens
and　o血er　discrete　methods　are　Widely　used　Large　s即㎜。f血e　applications　mentioned
above，　of　the　methods　and　pure　difference　equations　problems　i　s　announced　in　this　book．　lt
contains　selected　abstracts　of　the　lectures　presented　on　the　ICDEA98，　The　Fourth
international　．〈　onference　on　Difference　Equations　and　Applications，　vvhich　took　place．　in
Poznati，　27－31　August　1998．　An　idea　of　this　conference　was　born　in　1994　during　The　First
International　Conference　on　Difference　Equations　which　was　held　at　Trinity　University　in
San　Anto応。，　Texas，　USA　The　next　two　too：k　place　in　Ves2prem，且u：ngary（1995），　and
Taipei，　Taiwan　（1997）．　We　hope　that　this　one　wi11　be　at　least　such　successfu1　as　previous，
and　the　idea　Will　move　to　the　fu加re．
」．Popenda
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ABSTRACT　We　discuss　problems　of　non－monotene　bifurcations
for　two　cases　of　one－parameter　families：　rational　maps　and　cubic　maps．
At　first，　we　present　a　counter　example　to　the　conjecture　（A）　in　［21．
And　then　we　discuss　a　non－monotonicity　problem　presented　in　several
papers，　by　analyzing　an　algebraic　curve　defined　by　the　given　family
in　these　moduli　spaces．
i．　INTRODUCTION
System　of　iterated　maps，　viewed　as　real　dynamical　systems，　is　con一・
sidered　as　an　important　model　for　the　chaotic　behavior　in　certain
physical，　chemical　and　biological　systems．　Creation　and　annihilation
of　periodic　orbits　is　one　of　the　most　fundamental　bifurcation　processes
in　a　parameterized　family　of　maps，　often　illustrated　by　the　pitchforks
oriented　either　one一一way　or　both－ways．　For　example，　the　logistic　family
｛Ax（1　一　x）　’；　A　G　［1，4］｝，　which　is　a　family　of　simple　maps　with　ex－
tremely　complicated　dynamics，　serves　as　a　population　growth　model
in　theoretical　population　dynamics．　J．　Milnor　and　W．　Thurston　（［8］）
proved　by　using　Teichmifller　theory　that　the　logistic　family　has　only
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orbit－creation　parameter　values　and　no　orbit－annihilation　values　as
the　parameter　increases．　Unlike　monotonicity　of　the　logistic　family，
however，　there　exist　many　one－parameter　families　exhibiting　a　non－
monotone　orbit－bifurcation　structure．
　　　We　discuss　in　this　paper　problems　of　non－monotone　bifurcations
for　two　cases　of　one－parameter　families：　cubic　maps　and　rational　maps．
　　　First，　we　present　a　counter　example　to　the　antimonotonicity　con－
jecture　（A），　enounced　in　the　paper　［2］　with　their　heuristic　argument
and　numerical　evidence：
　　　（A）　A　smooth　one－dimensional　map　depending　on　one　parame－
　　　ter　has　an　antimonotone　parameter　valzLe　whenever　at　least　two
　　　independent　criticαZ　pointsαrεcontained　in　tんεinte吻r　ofα
　　　chaotic　attractor．
Hereafter　we　call　the　part　“at　least　two　indepenaent　critieal　points
are　contained　in．　the　interior　of　a　chaotic　attractor”，　anti－condition：
（Anti）．
　　　To　construct　a　one－parameter　family　under　（Anti），　having　no　anti－
monotone　parameter　value，　we　use　an　algebraic　curve，　so－called　cent・er
curve　defined　in　our　papers　（［11］，　［12］，　［3］），　in　the　moduli　space　of　the
cubic　maps　with　the　multiplier－coordinates　system．
　　　Second，　we　discuss　a　monotonicity　problem　presented　as　mono－
tonicity　conjecture　（M）　in　several　papers，　now　reformulated　as　follows
［1　3］：
　　　（M）Let　f．（x）　＝　mf（x）　be　a　one－parameter　family　of　differen－
　　　tial　maps　from　closed　interval　Z．　into　itself　which　satisfies　the
　　／blloω吻properties’
　　　（1？　f．　is　concave　on　1．，
　　　ピ乏リthe　Set　O！periOdiC　pOi傭0〃、　COnSi8tS　Oノ加0批e吻02伽，
　　　ピ5リノmんα5αηε9α伽e　schωαrziαn　derivative。
　　As　the　parameter　m　is　increased，　this　one－parameter　family　is
　　monotone．
We　consider　a　family　｛mf（x）｝，　where　f（x）　＝　r　十　：irrk＋．　・　The　bifur－
cation　diagram　of　this　family　can　be　monotone，　non－monotone，　or
antimonotone　according　to　the　choice　of　the　function　f，　namely　the
choice　of　r　（c£　［4］）．　We　explain　these　variations　of　bifurcation　pro－
ce＄ses．　Our　method　of　approach　te　the　bifurcation　problems　of　these
cases　is　to　analyze　an　algebraic　curve，　defined　by　one－parameter　family
in　its　moduli　space．
CHAOTIC　BIFURCATIONS
2．　BIFURCATIONS
：Let｛ム｝A　be　a　one－parameter　family　of　discrete　dynamical　systems　on
R　where　A　is　an　interval　of　R．　As　the　parameter　increases，　a　param一一
eter　value　Ae　is　called　orbit　creating　if，　at　Ao，　new　periodic　orbits　are
created　and　no　periodic　orbits　are　annihilated；　Ao　is　called　orbit　anni－
hilating　if　periodic　orbits　are　annihilated　and　no　new　periodic　orbits
are　created；　Ao　is　called　neutral　if　no　periodic　orbits　are　annihilated
and　no　p　eriodic　orbits　are　created．
　　　Afamily｛ム｝A　is　said　to　be　monoto：ne　increasing（resp．　decreas－
ing）　if　every　parameter　value　in　A　is　neutral　or　erbit　creating　（resp．
annihilating）．　A　family｛ム｝A　is　called　non－monotone　if　A　contains
both　orbit　creating　and　orbit　annihilating　parameter　values．　A　fam－
ily　｛A｝A　is　called　antimonotone　if　any　neighborhood　of　a　suitable
parameter　Ae　in　A　contains　both　infinitely　many　orbit　creating　and
orbit　annihilating　parameter　values．
3．　COUNTER　EXAMPLE　TO　THE　ANTIMONOTONIC－
　　　ITY　CONJECTURE
In　this　section　we　shall　present　a　ceunter　example，　which　is　a　one
parameter　family　of　cubic　polynomials，　to　the　antimonotonicity　con－
jecture　enounced　in　the　paper　［2］．
3．1　Moduii　space　of　cubic　polynomials
Let　Poly3（C）　be　the　space　of　all　cubic　polynomials　from　C　to　it－
self．　The　group　Polyi（C）　of　affine　transformations　acts　on　the　space
Poly3（C），　by　conjugation，　g　opog一“i　G　Poly3（C）　for　g　e　Polyi（C），　p　E
Poly3（C）・　Two　maps　pi，p2　G　Poly3（C）　are　holomorphically　conju－
gate，　denoted　by　pi～p2，if　and　only　if　there　exists　g∈Poly1（C）wi七h
g　opi　o　g－i　：p2．　The　quotient　space　of　Poly3（C）　under　this　action
will　be　denoted　by　M3（C），　and　called　the　moduli　space　of　holomorphic
conjugacy　classes　〈p＞　of　cubic　polynomials　p．　For　each　p　E　Poly3（C），
let　zi，　z2，　z3，　z4（＝　oo）　be　the　fixed　points　of　p　and　la　the　multipliers
of　zi；　la　＝　p’（ii）　（1　S　i　S　3），　and　pa4　＝　O．　Consider　the　elementary
symmetric　functions　of　the　four　multipliers，
al　＝　pa　1　十　pa2　十　pa3　十　pa4　＝　pa　1　十　pa2　十　pa3
a2　＝　palpa2　十　ps　l　pa3　十　la　pa4　十　pa2pa3　十　pa2pa4　十　pa3pa4
　　，＝　pa　l　pa2　十　pa　l　pa3　十　pa2pa3
a3　＝　pa　l　pa2　pa3　十　pa　l　pa2ps4　十　pa　l　pa3pa4　十　pa2　pa3pa4　＝　pa　l　ps2pa3
a4　＝　pa　l　pa2pa3pa4　＝　O・
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These　multipliers　determine　uniquely　p　up　to　holomorphic　conjugacy，
and　are　subject　only　to　the　restriction　that　3　一　2ai　十　a2　＝　O．　Now　an
aMne　structure　is　imposed　en　M3（C）　by　this　multipliers　coordinate
system　（ai，a3）．　We　remark　that　the　singular　part　ef’this　moduli　space
is　given　the　following　algebraic　variety：
　　　　　　　　S3（ai，a3）＝4a？一36ai2十81ai十27a3－54＝O．　（1）
　　　A　map　in　Poly3（C）　is　always　conj　ugate　to　a　i　nap　of　the　normal
form　x3　十　az　十　b，　and　its　parameters　（a，　b2）　is　used　as　a　coordinate
system　of　M3（C）　which　is　isomorphic　to　C2　（［6］）．　These　coordinates
relate　to　（ai，a3）　as　follows：
ai　＝　一3a　十　6，
a3　＝　27b2　十　a（2a　一　3）2，
（2）
　　　Let　Poly3（R）　be　the　set　of　real　cubic　polynemials．　We　simply
define　the　real　moduli　space　M3（R）　for　Poly3（R）　as　the　real　（ai，a3）一
plane．
3．2　One　parameter　cubic　polynomials　with　Monotone　bifurcations
The　one。parameter　familyム（x）＝・一　x3十1．2675x　一　A，　defined　in［21，
is　antimonotone　under　（Anti）．　lt　turns　out　that　this　family　exactly
on　a　half　line　ai　＝　一3．8025　in　the　moduli　space．
　　　On　the　other　hand，　we　can　present　a　set　BCI：　a3　＝　一g（ai　一　6）2，
of　classes　of　the　maps　one　of　whese　two　critical　points　maps　to　another
one　（see　［11］，　［12］）1　The　set　BCI　corresponds　to　the　one　parameter
family：
　　　　　　　　　　　B・・：9α（忽）3欄＋（・＋1α）～厚
We　can　show　with　computer　experiments　that　this　family　is　monotone
（naturally　not　antimonotone）　under　（Anti）．
　　　Recently　we　know　that　J．　Milnor　and　Ch．　Tresser　also　treat　of　this
problem　and　they　said　in　［9］　that
　　　Theαnαlogzee　o／the　Antimonotonic吻Ooηク’ecture　for伽
　　stzented　sawtooth　families　is　certainly　false，　since　by　5．8，　it　is
　　very　eαsy彦0伽d　8moOオんczerve8　along　Wんicゐthere　are　O吻orbit
　　creations。　ThUS，げオんεCOγη’θ伽re　is　true　for　tんe　c漉Cプαπレ
　　ily，　then　any　eomplexity　preserving　correspondence　between　the
　　stunted　sawtooth　and　czLbic　parameter　triangles　must　be　very
　　wild　inaeea．
We　re：mark　that　the　entropy　of　the　family｛ム｝λis　not　monotone　but
one　of　our　family　｛g．｝．　is　monotone．
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FIGURE　1．　Bifurcation　diagram　of　family　｛ga（x）｝a：　一一2　〈　x　〈　2，　O　〈
a〈2
4．　COUNTER　EXAMPLE　TO　THE　MONOTONXCITY　　　　CONJECTURE
In　this　section　we　shall　present　a　counter　example，　which　is　a　one　pa－
rameter　family　of　quadratic　rational　maps，　to　the　monotonicity　con－
jecture　enounced　in　the　paper　［13］．
4．1　Moduli　space　of　quadratic　rational　functions
Let　C　be　the　Riemann　sphere　and　Rat2（C）　the　space　ef　all　quadratic
rational　maps　from　C　to　itsel£　The　group　PSL2（C）　of　M6bius　trans－
formations　acts　on　the　space　Rat2（C）　by　conjugation，　g　o　f　o　g－i　G
Rat2（C）　for　g　G　PSL2（C），　f　G　Rat2（C）．　The　quotient　space　of
Rat2（C）　under　thi＄　action　will　be　denoted　by　M　2（C），　and　called　the
moduli　space　of　holomorphic　conj　ugacy　classes　〈f＞　of　quadratic　ratio－
na1　maps！．　The　Multipliers　coordinates　are　introduced　inル12（C）as
in　the　case　of　cubic　maps．　For　each　f　E　Rat2（C），　let　zi，x2，z3　be　the
fixed　points　of！and腕the　multipliers　of　zi；μ乞＝！ノ（Zi）（1≦i≦3）．
Consider　the　elementary　symmetric　functions　of　the　three　multipliers，
σユ＝μ1十μ2十μ3，σ2＝μ1μ2十μ2μ3十μ3μ1，σ3＝・μ1μ2μ3，which
K．　NISHIZAWA　and　M．　FUJIMURA
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FIGURE　2．　Reai　moduli　space　with　a　center　curve　BCI：　O　〈　ai　〈
4，　一一60　〈　a3　〈O
are　subject　only　to　the　restriction　that　a3　＝　ai　一　2．　Hence　the　moduli
space　M　2（C）　is　canonically　isomorphic　to　C2　（Lemma　3．1　in　［7］）．　Let
Rat2（R）　be　the　set　of　real　quadratic　rational　maps．　We　remark　that
the　real　moduli　spaceルて2（R）for　Rat2（R）is　the　real　cut　ofル12（C）．
4．2　Hyperbolic　components
A　rational　map　is　hyperbolic　if　and　only　if　the　orbit　of　every　criti－
cal　point　converges　to　some　attracting　periodic　orbit．　The　hyperbolic
maps　form　an　open　subset　of　moduli　space，　and　the　cennected　com－
ponents　of　this　open　set　are　called　hyperbolic　components．　M．　Rees
（［14］）　shows　that　the　hyperbolic　components　can　be　divided　into　four
classes：　type　B　（Bitransitive），　type　C　（Capture），　type　D　（Disjoint），
and　type　E　（Escape）．　The　names　are　due　to　J．　Milnor　（［7］）．
　　　The　region　escape　consists　of　classes　of　maps　which　both　critical
orbits　converge　to　the　same　attracting　fixed　point．　This　“escape”　play
an　important　role　in　bifurcation　theory，　because　any　bifurcation　don’t
occurs　in　this　region．
　　　It　is　known　that　there　is　j　ust　one　such　hyperbolic　component．　But
the　real　cut　of　this　component　splits　into　two　parts．　The　boundary
CHAOTIC　BIFURCATXONS
equation　of　upper　part　are　given　by　Milnor．　We　specify　in　［10］　the
defining　equation　of　lower　boundary　as　follows；
，
01
??????????
?σ
?2
＝＝??
2
? ai　〈　一1，
ai　”〉　一1．
4．3　Monotone　and　non－monotone　bifurcations　of　quadratic　rational
　　　　families
Now，　we　investigate　the　dynamics　of　a　cert　ain　real　2－parameter　family
given　by　M．　Bier　and　T．　C．　Bountis　［1］　and　rewritten　by　H．　E．　Nusse
and　J．　A．　Yorke　（［13］）：
｛f．，．（x）　＝　M　（r　＋　T　iiiltF122　）　｝（．，．）GR2’
　　Here　the　map　fo，．（x）　should　be　thought　of　as　an　ideal　limit　map，　in
the　natural　compacti丘cation　ofル｛2（C）（cf．［7D，　of　quadratic　rational
maps　which　degenerate　toward＄　the　constant　ze．　ro　map．　Then　it　makes
sense　to　discuss　the　bifurcations　of　this　family　including　the　parameter
value　m＝0，　though　in　the　real　moduli　spaceル｛2（R）the　maps　diverge
to　infinity　according　as　m　一一〉　±O．　Since　the　maps　f．，．　and　fm，一．　are
conjugate　to　each　other　for　any　T，　it　＄uffices　to　consider　the　case　r　｝）　O．
Theorem　l　inル｛2（R），　the　one－parameむer　family｛！脚（x）｝m　f（）r
each　fixed　r　（r　）　O）　lies　exact！y　on　an　irreduci　ble　alge　brai　c　curve　SLt．：
　　　F・r・T≠圭，0，むhe　curve％」5・f　degree　4　defined　by　the　equa伽
llr（ai，a2）　＝　一r2ai‘　十　（8r2　一　2）a，3　十　（（8r2　一　1）a2　一一　128r‘
　　十8r2　十　1）a？　十　（（一一32T2　十　8）a2　十　512r‘　一一　96r2　一　12）’ai
　　十（一16r2　十　4）a22　十　（512r‘　一　96r2　一　12）a2　一　4096r6
　　十1536r‘　一　144r2　十　36　＝　O．
（3）
For　T　＝　g　or　r＝　O，　the　curve　IY．　is　of　degree　3．
The　proof　is　given　in　our　paper　［4］．
Example　（Primary　bubbling）
For　r　：O．58，　the　one　parameter　family　｛fm，o．ss｝m　is　non－monotone．
More　precisely，　this　bifurcation　diagram　is　so－called　primary　bubbling
（14］）．
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FIGURE　3．
一25　〈m〈5
Bifurcation　diagram　of　family　｛Fm（x）｝m：　一一一〇．8　〈　x　〈　O．2，
Example　（Antimonotone）
Consider　the　one－parameter　family　defined　on　a　suitable　interval　lm，
　　　　　　　　　x2　十　ax　十b
Fm（x）＝m：一Eiri’一ii　ii；3si一一：V”　・i2’V，
where　constant　a　is　the　positive　roet　of　the　following　equation
49a2　一一　32　＝　O，
and　b　is　the　unique　positive　root　of　the　following　equation
　　　　　　　　　117649b7　十　684285b6　十　1721517b5　十　2358566b4
　　　　　　　　　　　十1670655b3　十　991301b2　一　257125b　＝　O．
It　is　clear　that　this　family　satisfies　the　conditions　of　monotonicity
conjecture　（M），　namely，　（1）　each　F．　is　concave，　（2）　the　set　of　periodic
points　in　Zi　ef　Fi　consists　of　two　fixed　points，　and　（3）　F．　has　a
negative　schwarzian　derivative．
　　　In　this　moduli　space，　a　defining　equation　of　the　algebraic　curve
defined　by　｛F．｝．　is　given　as　follows；
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FIGURE　4．　Real　moduli　space　with　an　algebraic　curve　defined　by　｛Fm｝m：
一3　〈　ai　〈　5，　一15　〈　a2　〈　10
Sa，b　＝　（2ai3　十　（a2　一　1）a？　十　（一一8a2　十　12）ai　一　4a，2　十　12a2　一一一　36）a6　十
　　　　　（（2ai3　十　（a2　十　24）ai2　十　（12a2　十　72）ai　十　3602）b2　十　（一14ai3　十
　　　　　（一6a2　一　20）a？　十　（32a2　十　24）ai　十　16a22　十　24a2　十　144）b　十　af　十
　　　　　4a？　十　（一3a2　一　12）ai2　一　12a2　ai　十　36a2）a‘　十　（（一10a？　十　（一4a2　一
　　　　　132）a，2　十（一48a2　一　504）　ai　一一　144a2　一一　432）　b3　十　（2ai‘　十46ai3　十　（4a2　十
　　　　　188）ai2　十　（一16a2　一　216）ai　一　240a2　一一　720）b2　十　（一4a，‘　一　30a？　十
　　　　　（4a2　十　84）ai2　十　（48a2　十　152）oi　一　112a2　一　336）b十　2a，‘　一　6ai3・十
　　　　　（一4a2　一　12）ai2　十　（16a2　十　56）ai　一　16a2　一　48）a2　十　（af　十　24a？　十
　　　　　216ai2　十　864ai　十　1296）b‘　十　（一4af　一一　64a，3　一　288a？　十　1728）b3　十
　　　　　（6af　十　48ai3　一　48ai2　一　576ai　十　864）b2・　十（一4ai　十　96ai2　一　2560i　十
　　　　　192）b十　al　一　8a？　十　240？　一　32ai　十　16　＝　O．
　　We　remark　that　this　curve　tangent　to　a　boundary　curve　of　the
lower　locus　of　e＄cape．　Then　we　see　thi＄　family　is　antimonotone　at　this
tangent　p　oint　［5］．
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